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复 分 析 是 研究 复 函 数 ， 特 别 是 亚 纯 函数 和 复 解析 函 
数 的 数学 理论 ， 其 应 用 领域 极为 广泛 ， 在 其 他 数学 分 支 
和 物理 学 中 均 起 着 重要 的 作用 .。 


《 复 分 析 导论 》( 二 卷 本 ) 根据 作者 在 莫斯科 大 学 
讲授 的 讲义 编写 而 成 ， 分 别 涉及 复 分 析 必修 课程 和 专业 
基础 课 的 基本 内 容 。 本 书 是 第 一 卷 ， 给 出 了 单 复 变 函数 
理论 的 基本 概念 的 完整 叙述 ， 并 从 一 开始 引入 高 维 复 分 
析 中 的 许多 重要 思想 ， 通 过 单 变 函 数 的 内 容 加 以 解释 ， 
为 第 二 卷 讲述 高 维 复 分 析 的 内 容 做 了 必要 铺垫 。 书 中 配 
备 许 多 问题 和 练习 ， 并 列举 了 诸多 应 用 的 例子 ， 有 助 于 
读者 的 学 习 。 本 书 文字 叙述 极 具 特 色 ， 素 材 丰 富 ， 内 容 
包括 全 纯 函 数 及 其 性 质 、 解 析 延 拓 、 几 何 理论 的 基础 、 
解析 方法 、 调 和 与 次 调和 函数 等 。 


本 书 可 供 高 等 学 校 数学 、 物 理 、 力 学 及 相关 专业 的 
本 科 生 、 和 研究生、 教师， 以 及 相关 领域 的 研究 人 员 参 考 
使 用 。 
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《 俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏 联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基 本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数 学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻 译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引 进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 

经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著 名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
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面目 己 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广 泛 采 用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 
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不 进 和 复数 领域 而 要 对 函数 性 质 进行 详尽 的 分 析 是 难以 想象 的 . 这 里 有 一 个 简 
单 的 例子 : 隆 数 f(z) = 志 z 在 数 轴 的 每 一 点 上 都 有 同样 的 好 性 质 (无 穷 次 可 微 ), 但 
是 它 的 泰勒 级 数 二 z = 1 一 22 十 xz4 一.… 当 |z| > 1 不 再 收敛 . 停留 在 实数 领域 中 
并 不 能 了 解 到 个 中 原因 : 事实 上 , 该 级 数 的 收敛 与 发 散 集合 的 分 界 点 z = 土 1 完全 没 
有 什么 特别 之 处 . 然而 只 要 进 到 复数 领域 情况 立即 就 清楚 了 : 在 圆 |z| = 1 上 有 点 
Zz 二 土 V 一 1, 在 其 上 顶 数 f 变 为 无 穷 大 , 因此 级 数 不 再 收敛 . 

在 许多 问题 中 必须 转向 考虑 复 变 量 的 函数 , 这 自然 等 于 是 从 实数 域 转向 了 代数 
闭 的 复数 域 . 令 人 惊讶 的 是 , 按照 著名 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 (Frobenius) 定理 (1878 年 )， 
复数 域 是 实数 域 的 保持 其 代数 性 质 的 唯一 可 能 的 扩张 ; 从 而 对 于 复数 域 上 的 函数 成 
功 构 造 出 了 一 个 与 实 变 分 析 一 样 完全 和 严谨 的 分 析 学 . 

转向 复 分 析 便 有 了 更 深入 研究 初等 函数 并 建立 它们 之 间 有 趣 联系 的 可 能 性 . 像 
三 角 函 数 , 它们 原来 只 不 过 是 指数 函数 的 简单 组 合 , 譬如 cos z=3 (erv-i+ eT). 
这 样 一 些 在 实 的 与 “ 虚 ” 的 量 之 间 的 出 乎 意料 的 并 且 非 凡 的 关系 便 显示 了 出 来 , 壁 
如 说 (VI)v-l1 = e3+2k" (k == 0, 土 1,…). 

在 实 分 析 中 , 仅仅 对 于 单 值 函 数 发 展 了 一 套 严 说 的 理论 , 而 多 值 情形 却 常常 带 来 
了 许多 麻烦 . 复 分 析 则 解释 了 多 值 性 的 本 质 所 在 , 从 而 建立 了 多 值 涌 数 的 完美 理论 . 

复 分 析 还 给 出 了 积分 计算 的 有 效 方法 从 而 得 到 了 渐 近 估 值 , 也 给 出 了 研究 微分 
方程 解 的 方法 , 等 等 : 能 用 复 分 析 为 工具 来 解决 的 问题 还 可 以 罗列 出 很 多 . 另外 还 必 
须 提 及 复 变 函 数 能 够 描述 平面 向 量 场 , 更 有 甚 者 , 在 复 分 析 中 特别 地 可 以 选取 出 那 
些 函 数 , 使 它们 对 应 于 在 应 用 中 最 感 兴趣 的 , 同时 为 位 势 的 和 无 源 的 场 ( 即 散 度 为 零 
的 场 ). 因此 复 分 析 在 极 不 相同 的 领域 中 都 找到 了 许多 的 应 用 . 

复 分 析 的 独 有 的 且 吸 引 人 的 特征 之 一 是 它 真 正 的 复合 性 . 在 其 中 分 析 与 几何 ， 
绝对 经 典 的 与 全 新 的 课题 结合 了 起 来 . 各 种 数学 分 支 与 各 种 应 用 学 科 在 复 分 析 中 磁 
在 了 一 起 . 它 的 一 些 概 念 成 了 在 若干 领域 中 的 许多 研究 课题 的 模型 、 源 泉 和 起 点 , 这 
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些 领域 包括 了 泛 本 分 析 、 代 数 、 拓 扑 学 、 代 数 几 何 和 微分 几何 、 仿 微分 方程 以 及 其 他 
的 数学 分 支 . 

复 分 析 的 原始 思想 出 现在 18 世纪 后 半 叶 , 首要 是 与 列 昂 纳 多 . 欧 拉 的 名 字 相 联 
系 的 . 而 大 量 基础 性 的 理论 则 主要 是 由 柯 西 、 黎 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 19 世纪 的 工作 
所 创建 的 . 在 我 们 当代 , 复 分 析 的 比较 经 典 的 部 分 , 即 单 复 变 函 数 的 理论 , 已 经 取得 
了 完全 现代 的 形式 . 但 总 又 出 现 一 些 与 新 提出 的 数学 课题 相关 的 , 以 及 与 应 用 相关 
的 没有 解决 的 问题 . 而 在 相对 年 轻 点 的 部 分 , 即 多 复 变 函数 理论 , 仍然 有 着 相当 多 的 
空白 点 . 这 个 领域 与 现代 数学 的 许多 不 同 领域 具有 特别 丰富 的 联系 , 并 越 来 越 引起 
了 人 们 的 注意 . 

看 来 研究 复 分 析 时 不 仅 应 该 熟悉 单 变 的 , 还 要 熟悉 多 变 的 函数 理论 . 但 是 这 两 
个 部 分 除了 它们 共有 的 (比较 初等 的 ) 部 分 之 外 还 具有 许多 互相 之 间 在 原则 上 相 异 
的 性 质 . 因此 至 少 在 当今 学 科 的 发 展 水 平 上 , 我 们 还 需 持续 不 断 地 研究 它们 , 但 不 应 
只 是 平行 地 进行 . 

这 本 书 是 从 作者 在 莫斯科 大 学 讲课 的 讲义 中 产生 出 来 的 , 其 中 第 一 卷 涉及 的 是 
必修 课程 , 第 二 卷 则 是 专业 基础 课 . 本 书 的 意图 是 将 第 二 卷 的 许多 主要 思想 从 一 开 
始 就 让 它们 在 第 一 卷 中 出 现 , 并 在 那里 通过 更 加 简单 的 单 变 函数 的 内 容 加 以 解释 . 

写 这 本 书 的 想法 是 A. O. 盖 尔 丰 德 向 我 提出 来 的 , 可 惜 他 没 能 看 到 它 的 成 书 ， 
A. A. 歼 察 尔 仔 细 察 看 了 原稿 并 做 了 许多 明晰 的 注解 . B. C. 弗 拉 基 米 洛 夫 , B. FH. 勒 
文 , 和 A. H. 马尔 库 舍 维 奇 给 了 我 一 系列 有 益 的 建议 , 在 搜集 习题 中 , 得 到 了 B. A. 
卓 里 奇 的 帮助 , 我 非常 感谢 我 的 这 些 同事 们 . 我 特别 感谢 本 书 的 编辑 EB. M. 奇 尔 元 ， 
他 仔细 地 审阅 了 原稿 , 消 攻 了 者 于 不 足 之 处 . 


B. B. 沙巴 特 
1968 年 9 月 
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第 一 章 “” 全 纯 函 数 


从 描述 复数 及 在 它们 上 面 的 运算 开始 . 我 们 假定 读者 已 经 对 它们 有 所 了 解 , 因 
此 我 们 的 描述 是 简短 的 , 着 重 于 一 些 特殊 的 , 我 们 以 后 要 用 到 的 内 容 . 


31. 复 平面 


1. 复数 


考虑 有 序 实数 偶 对 z = (z,y) 的 集合 C, 或 者 完全 等 价 的 , 笛 卡 儿 平面 zOy 的 
点 的 集合 , 或 者 平面 (自由 ) 向 量 的 集合 . 两 个 向 量 z1 = (xz1,) 与 zz = (72,vy2) 看 作 
相等 (z1 = z2) 当 目 仅 当 zi = zz, mW = yo; 称 表示 了 z 轴 的 对 称 点 的 向 量 > = (z,y) 
和 == (x, 一 y) 为 共 轿 的 向 量 . 将 向 量 (z,0) 等 同 于 实数 z; 以 及 表示 所 有 的 实数 的 
集合 (z 轴 ). 对 于 实数 也 只 对 于 实数 有 z = z. 

我 们 在 集合 C 上 引进 代数 运算 , 将 C 转化 为 一 个 域 . 像 向 量 计算 那样 引进 加 法 
和 乘 以 实数 (标量 积 ) 的 运算 . 于 是 我 们 可 以 将 每 一 个 元 素 xz e C 表示 为 所 谓 的 “ 笛 
卡 儿 形式 ”: 

z=7T.:1+y:i=Z+iy, (1) 
其 中 以 1 = (1,0), i = (0,1) 分 别 表示 z 轴 和 y 轴 的 单位 向 量 (通常 略 去 第 一 个 单位 
回 量 不 写 ). 

在 向 量 运 算 中 引进 了 两 种 乘法 : 对 于 两 个 向 量 zl = zl 十 iyi1, 2z2 = z2 十 iy2, 我 

们 有 由 公式 
(zl, 22) = T172 + Yiy2 (2) 
给 出 的 标量 积 (内 积 ), 以 及 由 公式 


[z1, zz] = ZT1Y2 一 Z221 (3) 
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给 出 的 向 量 积 @. 但 是 , 众所周知 , 这 些 乘积 中 没有 一 个 满足 域 的 公理 . 因此 我 们 在 C 
中 引进 另 一 个 乘积 . 就 是 说 , 作为 定义 令 i.i= i2 = 一 1, 并 且 如 果 zi +iyl 与 zz 十 iy2 
的 乘积 按 通常 的 代数 规则 进行 且 令 i? = -1, 则 称 所 得 到 的 结果 为 它们 的 积 zzo. 换 
句 话 说, 按 定义 我 们 有 


2122 一 Z172 一 Yiy2 + i(X1Y2 + T2Y1) (4) 
(可 将 关系 式 记 = 一 1 作为 由 此 得 到 的 特殊 情形 ). 显然 , 这 个 乘积 可 以 用 公式 
Z122 = (Z1, 22) + ilz1, 22] (5) 


通过 内 积 和 向 量 积 来 表达 , 其 中 五 = zl 一 iyi 为 z1 的 共 轿 向 量 . 
习题 。 下 面 的 复数 乘积 为 什么 不 好 ? 


(a) Zz122 = Z172 + ?1172; 
(b) ziz2 = T1722 + Yiy2 + i(T1Y2 + TZ2Y1). 
假定 我 们 已 知 所 引进 的 加 法 与 乘法 运算 将 集合 C 转化 成 了 一 个 域 , 并 称 其 为 复 
数 域 ; 称 它 的 元 素 即 向 量 z = z++iy 为 复数 . 因此 , 复数 z = (zx,y) 是 一 个 有 序 的 , 完 
全 由 实数 zx 和 y 组 成 的 偶 对 , 它们 分 别 地 (按照 历史 的 习惯 ) 称 做 复数 z 的 实 部 和 
虚 部 , 并 以 记号 
T=Rez, y=1Imz (6) 


表示 . 实 部 等 于 零 的 数 z = (0,y) 称 为 虚数 ( 按 习 惯 ). 

前 面 引 进 的 表示 复数 的 笛 卡 儿 形 式 (1) 对 于 加 法 运算 (以 及 对 于 它 的 逆 运 算 减 
法 ) 是 方便 的 . 但 是 , 从 (4) 看 出 , 要 在 这 个 形式 下 进行 乘法 (和 除法 ) 相当 不 便 . 对 
于 后 面 的 这 些 运算 (同样 对 于 提升 为 舌 和 开 根 的 运算 ) 来 说 更 为 方便 的 则 是 复数 的 


2 一 7r(cosw 十 ?sinw%)， (7) 


它 是 由 将 (2) 转换 到 极 坐 标 得 到 的 (任意 复数 z 尖 0 均 可 表示 为 这 种 形式 )， 复 数 
z 一 zZ 十 训 的 极 半 径 7 = Vz2 + 妇 2, 极 角 wp 即 z 轴 的 正方 向 与 向 量 z 之 间 的 夹 角 ， 
分 别 被 称 做 它 的 模 和 幅 角 并 以 符号 

"=|zl, = Argz; (8) 
模 被 唯一 定义 , 而 幅 角 则 只 准确 到 一 个 加 法 因子 , 它 是 2r 的 整数 倍 . 为 书写 简单 , 我 
们 引进 一 个 简 缩 表示 


cosp 十 isinw 一 et (9) 
(我 们 在 这 里 应 用 了 还 没有 定义 的 提升 一 个 数 为 虚 适 的 运算 , 从 而 仅仅 将 其 理解 为 一 


@ 在 一 般 情形 , 两 个 向 量 的 向 量 积 仍 是 一 个 向 量 , 它 垂直 于 做 乘积 向 量 的 所 在 平面 . 但 只 是 在 这 
里 我 们 所 考虑 的 平面 向 量 场 的 情形 , 所 有 向 量 积 是 共 线 的 , 因此 完全 由 标量 (3) 描述 . 
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个 符号 ©), 于 是 形式 (7) 具有 了 一 个 简洁 的 形式 : 


2 一 et . (10) 
利用 初等 的 三 角 公 式 和 乘积 公式 (4), 我 们 得 到 关系 式 
rleiplroetiyp2 一 7 72eiP1 十 2)， (11) 


它 表 明了 采用 简 缩 表示 (9) 的 自然 性 . 关系 式 (11) 断言 , 在 复数 的 乘积 下 , 它们 的 模 
相 乘 而 幅 角 相 加 . 在 极 形式 下 复数 的 除法 同样 可 简单 地 表达 为 


Te” 一 7Leitexs 一 wz) (12) 


Jo2eip2 72 


(当然 设 rz 尖 0). 

在 一 些 问 题 中 引进 复数 集合 C 的 紧 化 是 方便 的 . 它 由 对 复数 集合 C 添加 一 个 
理想 元 素来 完成 , 称 这 个 理想 元 为 无 穷 远 点 z = co. 与 有 限 点 (z 关 00) 不同, 无 穷 点 
不 参与 代数 运算 . 我 们 称 复数 的 紧 化 平面 ( 即 补 充 了 无 穷 远 点 的 平面 C) 为 闭 平 面 ， 
并 记 为 C. 当 需 要 强调 其 间 的 区 别 时 , 我 们 就 称 C 为 开平 面 . 

如 果 我 们 将 复 平面 的 点 表示 换 作 它们 的 球面 表示 , 那么 对 于 复数 的 描述 会 更 加 
形象 . 为 此 , 我 们 在 三 维 欧 氏 空间 中 选取 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 纪 n, ¢, 其 中 上 和 7 轴 分 
别 同 于 z 和 y 轴 ; 考虑 在 此 空间 中 的 单位 球面 

S:&+7 + =1 (13) 
(图 1). 对 于 每 个 点 z = (z,y) € C 我 们 给 定 5S 上 一 个 相应 的 点 2(&,n,0), 它 是 点 z 
与 球面 “北极 点 ”N(0, 0, 1) 的 连接 射线 与 该 球面 的 交点 . 
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图 1 


称 这 样 的 对 应 z 吓 2 为 球 极 投影 . 在 (13) 中 代 人 射线 Nz 的 方程 & = 如 , 7 = 
ty, 《 = 1 一 t, 我 们 求 出 在 射线 与 球面 的 交点 上 有 t(1 二 |z|2) = 2, 于 是 得 到 了 球 极 投 


在 §13 中 我 们 将 引进 这 个 运算 , 并 将 证 明 右 端 数 为 e (自然 对 数 的 底 ) 的 虚 具 的 公式 (9) 实际 
上 是 成 立 的 . 
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影 的 方程 
__27  _ 2 | el 
《= T+ 1 1+|zE 1+|z|2 
由 后 面 一 个 方程 有 二 Iz = 1 一 4, 于 是 由 前 两 个 方程 得 到 逆 映 射 的 公式 
= 


从 (14) 和 (15) 看 出 , 球 极 投影 z -2 建立 了 在 C 的 点 与 S\N 的 点 之 间 的 
相互 一 一 的 对 应 (显然 , 点 N 不 对 应 任何 一 个 点 z). 我 们 约定 N 对 应 于 无 穷 远 点 
2 = co, 因而 建立 了 C 与 8 之 间 的 相互 一 一 对 应 ; 通常 我 们 将 C 与 球面 5 等 同 , 称 
其 为 复 球面 或 者 黎 曼 球面 开平 面 C 可 以 等 同 于 S\ N, 即 去 掉 点 N (北极 点 ) 的 
球面 . 


习题 . 设 上 为 点 QZ e 5 的 经 度 , wu 为 其 纬度 (图 1). 证 明 在 球 极 投 影 下 对 应 于 
2 的 点 为 z = set, 其 中 s = tan(7/4 十 4/2). # 


对 应 于 复数 几何 表示 的 两 种 描述 方式 , 我 们 在 C 上 引进 两 个 度量 . 其 中 一 个 是 
通常 的 欧 几 里 得 度量 ， 在 此 度量 下 ， C 中 两 个 点 21 = TX1+ i 和 z2 = zz2 十 iY2 之 间 


的 距离 被 取 为 
|za — Zz1| = V(za 一 Z1)2 十 (y2 — 1)?. (16) 


第 二 个 是 球面 度量 , 在 其 下 两 个 点 zi 与 z2 之 间 的 距离 取 为 它们 的 球面 像 之 间 的 
欧 氏 距离 (在 &,n,¢ 空间 中 )， 应 用 公式 (14), 经 过 不 复杂 的 计算 , 我 们 求 得 两 个 点 
z1, Zz2 EC 之 间 的 球面 距离 : 
p(z1, z2) = le. 
”VitlafVitlzl 
可 以 将 这 个 公式 推广 到 集合 C 上 ， 这 只 要 令 
plz, co) = J 
即 可 . 显然 , 对 于 任意 两 个 点 z1，z2 € C, 我 们 有 p(z1, zz) < 2. 容易 验证 这 两 个 度量 
中 每 一 个 都 将 集合 C 变 为 一 个 度量 空间 , 即 它们 满足 通常 的 距离 公理 @. 特别 地 , 对 
于 度量 (16) 的 三 角 公 理 等 价 于 熟知 的 不 等 式 
|zl 十 zz| < |z1| 十 |z2|. (19) 
最 后 , 我 们 注意 到 , 在 一 个 属于 固定 圆 盘 {|z| < R:R< col 的 有 界 集 合 M CC 
上 , 欧 氏 的 和 球面 的 度量 是 等 价 的 , 这 是 因为 从 (17) 看 出 , 对 于 任意 点 z1, z2 E M 
成 立 两 个 不 等 式 


(17) 


(18) 


2|z2 一 21| 
1+R? 
四 如 果 在 (17) 中 令 zl = z, 并 对 分 子 分 母 除 以 z2, 然后 令 za 趋向 co, 便 得 到 了 公式 (18). 


@ 参 看 B. A. 卓 里 奇 的 《数学 分 析 》 第 一 卷 (M.: Hayka, 1981, p.413, 有 中 译本 ), 蒋 铎 等 译 . 北 
京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2006.12. 


< pl(z1,22) < 21z2 — 2 (20) 
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(对 此 更 详细 的 情形 , 可 参看 下 一 节 ). 因此 球面 度量 通常 都 应 用 在 考虑 无 界 集合 时 . 
通常 , 我 们 将 在 集合 C 上 考虑 欧 氏 度量 , 而 在 C 上 则 考虑 球面 度量 . 


历史 注 记 


作为 结尾 的 是 一 点 历史 资料 . 第 一 个 提 到 复数 是 作为 负数 的 平方 根 出 现在 卡尔 
达 诺 (G. Cardano) 的 著作 《大 衍 术 (Ars Magna) 》(1545 年 ) 中 的 ; 他 认为 原则 上 这 
样 的 数 可 引入 到 数学 之 中 , 但 他 的 意见 是 这 没有 什么 意义 . 这 种 判断 并 没有 充足 的 
根据 , 它 很 快 就 显现 出 来 了 . 1572 年 , 邦 贝 利 (R. Bombelli) 发 表 了 著作 《 代数 学 》， 
在 其 中 他 叙述 了 这 种 数 的 运算 规则 , 并 指出 如 何 利用 它们 去 解 三 次 方程 3. 长 时 期 里 
复数 仍旧 被 蒙 上 了 一 层 神秘 的 面纱 . 1702 年 菜 布 尼 茨 则 认为 它们 是 “人 类 的 那 种 近 
乎 存在 与 不 存在 的 两 可 精神 的 极 佳 而 神奇 的 避难 所 ”; 但 他 也 认为 z+ + 1 不 能 分 解 
为 两 个 二 次 因子 的 乘积 (然而 这 可 用 复数 初等 地 做 成 ). 

将 复数 积极 地 用 于 数学 中 是 从 欧 拉 的 工作 开始 的 (参看 82); 公式 ete = cosw 十 
isinp (1748 年 ) 也 归功 于 他 . 将 复数 的 几何 表示 作为 描述 平面 向 量 的 方法 首先 出 现 
在 丹麦 的 大 地 测量 员 韦 塞 尔 (C. Wessel) 的 著作 中 (1799 年 ), 而 后 则 在 阿尔 冈 (R. 
Argand) 的 著作 中 (1806 年 ). 然而 这 些 工 作 没 有 得 到 广泛 的 反响 , 甚至 于 做 出 了 许 
多 复 分 析 基本 结果 的 柯 西 (Cauchy) (参看 第 二 章 85), 他 在 其 早期 工作 中 也 只 将 复数 
认 作 为 是 一 个 便于 计算 的 符号 而 已 , 并 将 复 的 等 式 看 作为 描述 两 个 实 的 量 之 间 的 等 
式 的 约定 写法 . 

第 一 次 系统 地 叙述 复数 ,以 及 它们 上 面 的 运算 和 它们 的 几何 解释 是 由 高 斯 在 他 
1831 年 的 论文 “二 次 剩余 论 ” 中 给 出 的 ; “复数 ”这 个 词 也 是 他 给 出 的 . 


2. 复 平面 的 拓扑 
我 们 已 在 集合 C 和 到 中 引进 了 度量 , 从 而 将 这 些 集合 变 成 了 度量 空间 . 现在 我 
们 要 在 所 考虑 的 集合 上 引进 对 应 于 这 些 度量 的 拓扑 . 为 此 我 们 将 确定 出 开 集 系 . 
设 es > 0 为 任意 数 ; 点 zo EC 的 e- 邻 域 0。 = U(zo,e) (在 欧 氏 度量 下 ) 意味 着 
一 个 以 该 点 为 圆心 , 以 < 为 半径 的 圆 盘 , 即 那些 满足 不 等 式 
lz—zol<e (1) 
的 点 z 的 集合 . 对 于 ze 5 的 e- 邻 域 , 我 们 则 理解 为 这 样 一 些 点 ze C 的 集合 : 
使 得 
po(z,zo) < &. (2) 


@ 在 邦 贝 利 的 书 中 有 关系 式 


VY2+ V121+ VY2— vV-1i21i = 4. 
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第 1 小 节 的 公式 (18) 表明 p(z, oo) < s 等 价 于 不 等 式 |z| > \/ 刍 一 1; 因此 , 无 穷 远 
点 的 e- 邻 域 在 平面 上 对 应 于 圆心 在 坐标 原点 的 圆 的 外 部 (补充 一 点 z = oo). 

我 们 称 C (或 C) 中 的 集合 Q 为 开 集 ; 是 说 , 如 果 对 于 它 的 任 一 点 zo 存在 属于 
这 个 集合 的 邻 域 U,. 

容易 验证 这 样 引进 的 开 集 概念 将 C 和 C5 变 成 了 拓扑 空间 , 即 这 时 满足 了 通常 
的 公理 . 

在 一 些 问题 中 利用 所 谓 的 有 孔 邻 域 较为 方便 , 在 C 和 C 上 它 分 别 意味 着 满足 
不 等 式 


0<|z—zol<é, 0<p(z,z0) <E. | (3) 


的 点 z 的 集合 . 
在 本 节 我 们 将 考虑 那些 要 在 以 后 不 断 使 用 的 基本 的 拓扑 概念 . 


定义 1， 称 点 zo EC (相应 地 , C) 为 集合 M C C (相应 地 , C) 的 极限 点 是 说 ， 
如 果 在 C (相应 地 , ©) 的 拓扑 意义 下 , 点 zo 的 任何 一 个 有 孔 邻 域 中 都 至 少 存在 有 M 
中 的 一 个 点 . 称 集合 M 为 闭 集 合 是 说 , 如 果 它 包含 了 所 有 它 自己 的 极限 点 . 称 M 
加 上 它 的 所 有 极限 点 的 集合 为 M 的 闭 包 , 并 以 记号 M 表示 . 


例 .， 所 有 整数 {0, 士 1, 士 2 …} 的 集合 M 在 C 中 没有 极限 点 (从 而 为 闭 ). 在 C 
中 它 有 一 个 不 属于 M 的 极限 点 z = co (从 而 在 C 中 不 闭 ). # 


在 二 中 任意 无 限 集合 至 少 有 一 个 极限 点 ( 紧 性 原理 ). 

表现 了 复 球面 完备 性 的 这 个 原理 可 以 由 实数 的 完备 性 推导 出 来 ; 我 们 不 在 此 证 
明 它 . 在 C 中 紧 性 原理 不 再 成 立 (可 由 上 述 例 子 看 到 ). 但 是 它 对 于 无 限 的 有 界 集 ， 
即 属于 任意 圆 {|z| < R}，R < oo 的 无 限 集合 成 立 . 我 们 称 这 样 的 集合 为 紧 @. 

由 第 1 小 节 的 不 等 式 (20) 显然 推出 , 点 zo 关 oo 为 C 拓扑 下 集合 M 的 极限 点 
当 且 仅 当 它 为 在 5 拓扑 下 M 的 极限 点 . 换 句 话说 , 在 有 限 极 限 点 的 范围 内 应 用 欧 
氏 度 量 和 应 用 球面 度量 有 同等 的 功效 . 这 里 的 意义 应 该 理解 为 第 1 小 节 末 尾 所 陈述 
的 那 种 度量 等 价 性 . 

定义 2， 序 列 {an} 是 指 非 负 整数 集 到 C (或 C) 中 的 一 个 映射 , 换 句 话说, 是 
非 负 整数 变量 的 一 个 取 复 数值 的 函数 . 称 aeC (或 C) 为 序列 {an} 的 极限 点 是 指 ， 
如 果 a 在 C (或 ) 拓扑 下 的 任意 邻 域 中 均 含 有 这 个 序列 的 无 限 多 个 元 素 . 称 在 C 
中 有 唯一 一 个 极限 点 a 的 序列 {an} 为 收敛 于 a; 可 写 其 为 

im i (4) 

注 ， 序列 {an} 的 极限 点 与 值 的 集合 {an} 的 极限 点 之 间 是 不 相同 的 . 例如 , 序 

列 an = 1(n = 0,1,2,…) 有 极限 点 a = 1, 而 点 集 {an} 仅 由 一 个 点 组 成 , 没有 极 


@ 这 与 一 般 紧 性 的 定义 不 同 , 应 称 为 闭 包 紧 . 一 一 译注 
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限 点 . 


习题 . 证 明 下 面 的 命题 : 

(1) 序列 {an} 收敛 于 点 a 当 且 仅 当 对 于 任意 es > 0 存在 自然 数 N 使 得 对 于 所 
有 n > N 满足 不 等 式 |an 一 a| < < (如 果 a 关 00) 或 者 p(an,a) < s (如 果 a = oo); 

(2) 点 a 为 序列 {an} 的 极限 点 当 且 仅 当 存在 收敛 于 a 的 子 序列 {an,}. # 


一 般 说 来 , 复数 的 等 式 (4) 等 价 于 两 个 实数 的 等 式 . 设 a # co, 于 是 , 不 失 一 般 
性 , 可 以 假定 an # oo, 从 而 令 an = an +i0n a = a 二 iB (对 于 无 穷 远 点 实 部 和 虚 部 
的 概念 没有 意义 ); 容易 证 明 , (4) 等 价 于 等 式 
Him on = olin, bn = 8.0 加 
在 a 关 0, 关 o% 的 情形 , 可 以 假定 au 关 0, 关 00, 从 而 可 令 an = Tnei?", a = reiy; 
于 是 如 果 


Hm 二" Yim w= (6) 
人 一 DO 有 一 DO 


则 (4) 成 立 , 反之 , 如 果 (4) 成 立 , 则 (6) 成 立 , 其 中 在 第 二 个 等 式 中 适当 地 选取 了 
on@. 如 果 a=0 或 co, 则 (4) 与 一 个 关系 式 limn_,oorn = 0 或 limn_,worn = oo 等 
同 (这 时 yn 不 起 作用 ). 

习题 。 证 明 以 下 命题 : 

(1) 序列 {ei*} 发 散 ; 

(2) 如 果 级 数 > an 收敛 , 且 |arg an| < a, 其 中 a < x/2, 则 此 级 数 绝 对 收敛 
(arg an 表示 由 Argan 得 到 的 值 , 使 得 它 满足 条 件 -r < arg an < 7). # 


我 们 有 时 会 用 到 两 个 集合 M 与 N 之 间 的 距离 这 个 概念 , 它 被 理解 为 任意 两 个 
点 之 间距 离 的 下 确 界 , 其 中 一 个 点 属于 M, 而 另 一 点 属于 N: 
Pp(M,N)= ,ript, vp? 2 ); (7) 
在 这 里 当然 可 考虑 用 欧 氏 度量 替代 球面 度量 . 
定理 1。 如 果 闭 集 M, N CC 不 相交 (MnN = @), 则 它们 之 间 的 距离 为 正 数 . 
证 明 . 设 若 相 反 , p(M, N) = 0. 由 下 确 界 的 定义 , 存在 点 序 zs EM 和 xz/€EN 
使 得 lim。,。p(z,z) = 0. 按照 紧 性 原理 , 序列 z 和 z 分 别 有 极 限 点 z* 和 z”， 
并 由 集合 的 闭 性 知 zx e M，z” se N. 若 必 要 可 转 而 考虑 子 序 列 , 故 可 假定 z/ 一 


@ 为 证 此 , 只 需 利用 关系 式 


max(|an — al,|Bn — Bl) < lan ~—al= VY (an — ?+ (Bn ~— Bb)? < lon 一 ca+lpn — Al. 


@ 如 果 随 意 选取 pn, 则 {pn} 当 an 收敛 时 可 能 不 收敛 . 
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z', 2 一 2. 根据 球面 度量 的 三 角 不 等 式 我 们 有 

p(2 2 ) 和 plz', zn) + plzn, 24) + p(2n, 2"). 
而 右 端 当 ”一 co 时 趋向 于 0; 因此 , 取 极 限 便 得 到 了 p(z', z”) = 0. 由 度量 的 正 性 公 
理 得 出 z = z", 而 由 于 z e M,z' es N, 从 而 这 与 定理 的 假设 条 件 MNN =g 相 
矛盾 . 口 


3. 道路 与 曲线 


定义 1. 我 们 称 从 实 轴 上 的 区 间 [a, 8] 到 C (或 C) 的 一 个 连续 映射 为 一 条 道 
路 y， 换 而 言 之 , 道路 是 一 个 实 变 量 上 的 复 值 函 数 z = x(t), 它 在 每 点 to € [a, 有 ] 
按 如 下 意义 连续 : 对 于 任意 s > 0 存在 邻 域 {t € [a,B] : |t 一 to| < 6} 使 得 对 所 有 
这 样 的 t 有 |yY(t) 一 Y(to)| < (或 者 , 如果 y(to) = oo 有 p(yY(t),Y(to)) < a). 称 点 
a 二 7Y(Q), = ?7(5) 为 该 道路 的 端点 (如 果 a < 86, 则 称 a 为 起 点 , b 为 终点 ); 如 
果 Y(a) = ?7(6) 则 称 其 为 闭 道 路 . 如 果 对 于 所 有 te [a,8] 有 Y(t) E M, 则 说 道路 
7: [a,B] 一 CC 位 于 集合 M 中 . 

在 有 些 问题 中 区 分 道路 和 曲线 的 概念 是 有 好 处 的 . 为 了 引进 后 面 这 个 概念 , 我 
们 约定 , 称 两 条 道路 

:louB]— CC, 7Y:[a2,B2]— CC 
为 等 价 (Y1 ~ 72) 是 说 , 如 果 存 在 连续 的 递增 星 数 
T: [a1,B1] 3 [a2, B2] (1) 

使 得 对 所 有 t e [ai,B1] 有 和 q(t) = x2[7( 绅 . 不 难 验证 , 这 个 关系 满足 通常 的 等 价 公 
理 : 自 反 性 (> ~ ?7), 对 称 性 (如 果 和 i ~ yo, 则 yo ~ 941), 以 及 传递 性 (如 果 7 ~ Yo 
以 及 yz ~ 3, 则 yi ~ 3). 我 们 这 时 称 7 由 六 通过 参数 变换 (1) 得 到 . 

例 ， 考虑 道路 1(t) = t,t € [0,1]; ~Y2(t) = sint,t € [0,7/2]; 7Y3(t) = cost,t € 
[0, 7/2]; 44(t) = sint,t € [0,7]. 所 有 这 些 情形 中 的 六 的 取 值 集合 都 是 一 样 的 , 即 区 
间 [0, 1]. 但 是 只 有 yi ~ 7; 道路 73 和 ?7 与 前 两 个 不 等 价目 x 与 ys 相互 也 不 等 
价 : 它们 的 走向 与 前 两 个 的 走向 不 同 (图 2). 可 以 说 , )i 与 ?2 等 价 于 道路 y3, 即 那 
个 由 Ys 通过 变换 方向 得 到 的 道路 (对 此 可 参看 以 下 的 第 15 小 节 ). # 
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习题 。 以 下 哪些 道路 相互 等 价 ? 
(pei 

(be (0, ll: 

(©) e—™™, [0, i]; 

(d) Se /6]. # 


定义 2， 称 在 所 引进 的 等 价 意义 下 的 一 条 道路 的 等 价 类 为 一 条 曲线 . 有 时 , 如 
果 不 会 引起 歧义 , 我 们 也 理解 曲线 为 点 集 Y C C, 它 由 区 间 [a, 68] 在 某 个 连续 映射 
z 二 Y(t) 下 的 像 点 组 成 . 


我 们 将 引进 以 后 要 考虑 的 满足 某 些 条 件 的 道路 和 曲线 . 称 Y : [a, 8] 一 C 为 若 尔 
当道 路 (Jordan path) 是 说 , 如 果 映 射 7 为 连续 且 相 互 一 一 . 请 读者 自己 给 出 若 尔 当 
闭 道路 的 定义 . 

称  : [a,B] 一 C 为 连续 可 微 的 是 指 , 如 果 在 每 一 点 t & [a, 8] 存在 连续 的 导数 
y(t) (y(t) = z(t) 十 iy(t) 在 点 to & (a,B) 的 导 函 数理 解 为 这 样 的 组 合 z(to) 十 iy'(to)， 
而 在 区 间 的 端点 则 是 相应 单 边 导数 ). 称 一 条 连续 可 微 道 路 为 光滑 的 是 说 , 如 果 对 所 
有 te [a, 8], y(t) 关 0; 之 所 以 引进 此 概念 是 为 了 避 开 奇 点 . 称 一 条 道路 是 逐 段 光滑 
的 是 说 , 如 果 y(t) 在 [a, 8] 连续 , 且 [a, 8] 可 分 成 为 有 限 个 ( 闭 ) 区 间 , 使 得 y(t) 在 
其 中 每 一 个 上 的 限制 定义 了 光滑 道路 . 称 一 条 道路 是 可 求 长 的 是 指 , 如 果 在 [a, 6] 
上 几乎 处 处 存在 y'(t), 使 其 为 勒 贝 格 绝对 可 积 ( 即 存在 道路 的 长 度 : 


8B 局 
) jy (blat = / Vr OR rv hat. (2)) 
任意 一 条 逐 段 光滑 道路 都 是 可 求 长 的 . 
今后 我 们 将 使 用 对 描述 函数 (特别 地 , 对 道路 ) 光滑 性 的 约定 俗 成 的 术语 : 称 连 


续 函 数 为 C9 函数 类 , 连续 可 微 为 C1 函数 类 , 一 般 地 在 所 考虑 区 域内 的 n 次 连续 可 
微 的 函数 被 称 为 C" 类 函数 ， 


例 . 前 一 个 例子 中 的 yy, 2， Ys 为 若 尔 当道 路 , y4 则 不 是 . 圆 z = ete [0, 27] 
为 闭 若 尔 当 道路 (光滑 ); 四 辩 玫瑰 z = ei cos2t, te [0,27] (图 3(a)) 为 财 的 非 若 尔 
当道 路 (光滑 ); 半 三 次 抛物 线 z = tt +i, te [-L1H (图 3(b)) 为 若 尔 当 (连续 可 
微 , 逐 段 光滑 ). 道路 z 当 t=0 为 0, 当 t#0 时 z=t(t+isint), te [-2#,#]\ {0} 
(图 3(c)), 为 车 尔 当 , 非 可 求 长 的 (从 而 不 是 逐 段 光滑 的 ). 

同样 的 限定 词 也 可 加 到 曲线 上 ， 若 尔 当 曲线 指 的 是 某 条 若 尔 当道 路 的 等 价 类 
(因为 参数 变换 (1) 是 相互 一 一 的 , 故 从 一 条 若 尔 当 道路 得 出 所 有 与 它 等 价 的 道路 的 
若 尔 当 性 质 ). 


@ 今 后 , 谈 及 可 求 长 的 道路 时 我 们 总 假定 读者 了 解 实 变 函 数论 中 相应 概念 . 不 知道 这 些 概 念 的 
读者 完全 可 以 以 逐 段 光滑 道路 类 来 对 待 就 可 以 了 . 
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光滑 曲线 的 定义 需要 更 加 细致 修正 : 当 表示 这 条 曲线 的 道路 代 之 以 男 一 条 与 其 
等 价 的 道路 时 , 我 们 引进 的 这 个 概念 不 会 遭 到 破坏 . 因为 连续 且 递 增 的 参数 变换 (1) 
可 能 将 光滑 的 道路 转换 成 非 光滑 的 , 故而 光滑 性 的 概念 相对 于 这 样 的 变换 不 是 不 变 
的 . 所 以 我 们 应 该 在 变换 (1) 上 加 上 补充 条 件 . 

准确 地 说 , 我 们 称 从 一 条 光滑 道路 通过 所 有 可 能 的 参数 变换 (1) 得 到 的 道路 类 
为 光滑 曲线 , 其 中 7 为 连续 可 微 并 具有 正 导 数 的 了 数 . 我 们 可 类 似 的 处 理 逐 段 光滑 
的 和 可 求 长 的 曲线 的 定义 . 在 前 一 种 情形 , 我 们 要 求 容许 的 参数 变换 是 连续 的 , 并 除 
去 有 限 个 点 外 具有 连续 的 正 的 导数 (而 例外 的 那些 点 具有 单 边 导数 ). 在 第 二 种 情形 
我 们 要 求 参数 变换 由 递增 的 绝对 连续 的 函数 来 定义 . 

有 时 我 们 会 利用 曲线 概念 的 另 一 个 几何 解释 , 于 是 对 于 关 尔 当 的 , 光滑 的 , 逐 段 
光滑 或 可 求 长 的 曲线 理解 为 点 集 Y C C, 使 得 它 可 表示 为 [a, 68] 在 映射 z = ?7(b 下 
的 像 , 其 中 的 z = 7(b) 分 别 定义 了 若 尔 当 的 , 光滑 的 , 等 等 道路 . 


4. 区 域 


定义 1. 称 具 有 以 下 两 个 性 质 的 点 集 DE C (或 C) 为 区 域 : 
(a) 对 于 任意 点 ae D 存在 该 点 的 邻 域 & 了 ( 开 性 ); 
(b) 对 于 任意 两 个 点 a, be D 存在 位 于 D 中 的 道路 , 其 端点 为 a 和 b (连通 性 ). 


称 © 中 不 属于 D 但 是 是 它 的 极限 点 的 点 ( 即 该 点 的 任意 邻 域 中 存在 属于 D 中 
的 点 , 并 至 少 有 一 个 不 属于 D 的 点 ) 为 D 的 边界 点 . 称 D 的 所 有 边界 点 的 集合 为 
该 区 域 的 边界 , 并 以 记号 8D 表示 . 区 域 D 与 它 的 边界 的 并 与 闭 包 D 重合 . 称 C 的 
既 不 属于 D 也 不 是 它 的 边界 点 的 点 ( 即 集合 C\D (D 的 补 集 ) 的 点 ) 为 DD 的 外 点 ; 

@ 我 们 假定 已 知 , 道路 可 求 长 的 充分 必要 条 件 是 , 函数 y(t) = z(t) + iy(t) 具有 有 界 变 差 ( 即 z(t) 


与 y(t) 具有 有 界 变 差 ), 同时 复合 函数 y(t(7)) 也 是 具有 有 界 变 差 的 函数 , 其 中 y(t) 具有 有 界 变 差 ， 
而 tr) 为 绝对 连续 . 
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它们 中 每 一 个 点 都 有 一 个 邻 域 不 含 中 点 . 
定理 1， 任 一 区 域 万 的 边界 97D 为 闭 集 . 


证 明 ， 设 Go 为 集合 9D 的 极限 点 ; 需要 证 明 Go e 6D . 取 点 Go 的 有 和 孔 邻 域 U. 
于 是 在 U 中 存在 点 Cs 9D, 从 而 有 点 〈 的 邻 域 VC 7. 在 V 也 就 是 在 7 中 既 存 在 
D 的 点 , 也 存在 不 属于 的 点 . 这 表明 Go 为 D 的 边界 点 . “ 口 


以 后 我 们 有 时 会 在 所 考虑 区 域 的 边界 上 加 上 一 些 补充 条 件 . 为 了 阐述 它们 , 我 们 
来 推广 前 面 所 引进 的 连通 概念 . 


定义 2， 称 集合 M 连通 是 说 , 如 果 不 能 将 它 分 成 两 个 非 空子 集 Mi 和 Ma 的 
并 , 使 得 交 Mi M2 和 Mi nn Mz 都 为 空 集 . 特别 地 , 称 一 个 闭 集 为 连通 是 说 , 如 果 不 
能 将 它 分 成 两 个 不 相交 的 非 空 闭 子 集 的 并 . 称 闭 连通 集 为 连续 统 . 


定义 1 的 (b) 所 表达 的 性 质 (集合 的 任意 两 个 点 用 这 个 集合 中 的 道路 连接 起 来 
的 可 能 性 ) 被 称 做 道路 连通 . 可 以 证 明 , 任意 道路 连通 的 集合 为 连通 , 但 反 过 来 一 般 
并 不 成 立 . 然而 对 于 开 集 情形 这 两 个 概念 是 重合 的 ©. 

设 集合 M 不 连通 . 称 M 的 极 大 连通 子 集 ( 即 不 被 其 他 的 M 的 连通 子 集 所 真 
包含 ) 为 M 的 一 个 连通 分 支 . 可 以 证 明 , 任意 集合 是 其 连通 分 支 的 并 (有 限 或 无 限 
多 个 )@. 

称 区 域 D Cc C 为 单 连通 的 是 说 , 如 果 它 的 边界 是 个 连通 集合 ; 反之 则 称 D 为 多 
连通 的 区 域 . 如 果 6D 的 连通 分 支 为 有 限 个 , 则 称 这 个 个 数 为 区 域 D 的 连通 阶 ; 如 
果 这 样 的 分 支 个 数 无 限 , 则 称 为 无 限 连 通 区 域 . 


例 . 图 4(a) 的 集合 , 即 双 纽 线 的 内 部 不 是 区 域 也 不 是 连通 的 (但 它 的 闭 包 连 通 ). 
在 两 个 相 切 圆 之 间 (图 4(b)) 是 个 单 连 通 区 域 ( 它 的 边界 为 连通 集 ). 在 图 4(c) 表示 
了 一 个 4 连通 区 域 ( 它 的 边界 由 四 个 连通 分 支 组 成 : 圆 , 带 一 线段 的 圆 , 以 及 两 个 点). 
在 图 4(d) 上 的 区 域 , 即 去 掉 线段 {z = 1/2",1/3 < y < 2/3}, n = 1 2…… 的 正方 形 
{0<z<1,0<y<1} 是 无 限 连通 的 . # 


有 时 我 们 也 引进 不 同类 型 的 条 件 . 我 们 称 区 域 D 为 若 尔 当 的 是 说 , 如 果 它 的 边 
界 8D 由 闭 的 若 尔 当 曲线 (在 这 个 概念 的 几何 解释 下 ) 组 成 . 称 区 域 D 为 紧 的 是 说 ， 
如 果 存 在 包含 的 圆 {|z| < R < co} (这 仍然 不 同 于 我 们 通常 的 定义 , 按 下 面 说 法 ， 
是 紧 闭 于 万 一 一 译注 ). 我 们 说 集合 M 紧 闭 于 (或 闭 包 紧 于 ) (compactly belongs to) 
区 域 D 是 说 , 如 果 它 的 闭 包 M (在 C 拓扑 下 , 即 不 仅 考 虑 M 的 有 限 的 而 且 还 有 它 
的 无 穷 远 的 极限 点 (如 果 有 的 话 )) 属于 忆 . 


四 证 明 可 参看 C. 斯 托 伊 洛 夫 的 书 《 复 变 函 数论 》 第 一 卷 (M.: MUP, 1962, p.31). 
@ 参 看 豪 斯 多 夫 的 书 《 Teopma waoxecra 》( 有 中 译本 : 集 论 . 张 义 良 , 颜 家 驹 译 . 北京 : 科学 出 
版 社 , 1966) (M.- 工 .: OHTW, 1937, p.120). 
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例 . 和 矩形 Gi = {|z| < 1,|y| < 1/2} 紧 闭 属于 带 状 区 域 D = {ly| < 1}, 而 较 其 二 
售 罕 的 带 Gs = {|y| < 1/2} 属于 D, 然而 非 紧 . # 

我 们 以 记号 € 表示 紧 闭 属于 这 个 性 质 (如 果 Mc D, 则 M € D). 而 区 域 的 紧 
性 意味 着 D € C. 

以 后 将 要 反复 应 用 下 面 的 定理 . 

定理 2. 设 M CC 为 连通 集 , N 为 其 非 空子 集 . 如 果 N 在 M 的 相对 拓扑 @ 下 
既 开 又 闭 , 则 M = N. 

证 明 . 设 若 相反 , 集合 N' = MAN\N 非 空 . 集合 N 在 C 的 拓扑 下 的 闭 包 六 显 
然 由 在 M 的 拓扑 下 的 闭 包 (N)xm 的 点 以 及 某 个 不 属于 M 的 集合 (可 能 为 空 ) 的 点 
构成 . 因此 nN' = (W)xw nN', 但 因为 N 在 M 的 拓扑 下 为 闭 , 故 (N)x = N, 从 
而 nmN' = NN NWN' 为 空 集 . 

然而 因为 N 在 M 的 拓扑 下 为 开 , 故 它 的 补 集 N' 在 这 同一 拓扑 下 为 闭 (由 于 
N 的 开 性 , N' 的 极限 点 不 可 能 属于 N, 从 而 必 属 于 N'). 将 对 六 mn N' 的 讨论 同样 
用 于 交 WV'N N, 于 是 得 到 NV'N N 为 空 集 . 这 与 M 连通 的 定义 矛盾 . 口 
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5. 函数 的 概念 


定义 1， 在 集合 M c C 上 一 个 给 定 的 函数 f 是 指 所 给 出 的 是 一 个 规则 , 按 此 
规则 每 个 点 ze M 对 应 了 一 个 复数 w (有 限 或 无 穷 ): 记 为 
f:M 一 C, 或 者 w= f(z). (1) 


集合 M C5 的 相对 拓扑 是 指 M 中 点 的 邻 域 为 该 点 在 C 的 拓扑 下 的 邻 域 与 M 的 交 . 
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按照 这 个 定义 , 任意 函数 是 单 值 的 (我 们 将 在 第 三 章 中 引进 多 值 函 数 的 概念 ). 有 
时 我 们 也 会 加 上 相互 一 一 的 条 件 . 称 旺 数 f : M 一 C 是 相互 一 一 或 单 叶 的 是 说 , 如 
果 它 将 不 同 点 z1, z2 €E M 映 到 不 同 点 , 换 句 话说 , 如 果 能 够 从 等 式 f(z1) = f(z2) 得 
到 等 式 z1 = za (对 于 z1, z2 € M). 

给 出 函数 : M 一 C 等 于 给 了 两 个 实 函数 

VW= uz2), v= v(2), (2) 
其 中 尺 : M 一 RR, v : M 一 RR (我 们 假设 z = z+iy 及 f(z) = w+ iw)， 如 果 再 有 
f 0, 关 009, 令 f(z) = pei 我 们 则 可 将 此 函数 写成 两 个 关系 式 的 形式 
p=p(z), P=w(z)+2kr (一 0, 士 1 …) (3) 
(在 使 上 = 0, f = oo 的 点 上 , 函数 p=0 或 p= ow, 而 则 没有 定义 ). 

我 们 常常 利用 函数 概念 的 几何 解释 .，(2) 提示 我 们 可 将 f 解释 为 在 三 维 空间 中 
的 两 个 曲面 = w(xz,y) 和 w = v(x,y); 但 是 这 种 方式 并 不 合适 , 这 是 因为 它 并 不 能 
将 (u,v) 解释 为 复数 . 因此 我 们 只 能 局 限于 将 函数 了 : M 一 C 表示 为 集合 M 到 球 
面 C 的 一 个 映射 . 

为 了 使 这 个 表示 更 加 直观 , 我 们 将 刻画 在 所 考虑 的 映射 下 的 相互 对 应 的 集合 . 更 
经 常 的 是 描述 坐标 线 ( 笛 卡 儿 或 极 坐 标 系 的 ) 及 其 它们 在 z 和 ww 平面 中 的 像 . 在 给 
这 些 集合 标 以 数字 标号 后 , 在 简单 的 情形 中 我 们 便 能 得 到 函数 的 足够 好 的 几何 表示 . 


例 。 可 以 在 极 坐 标 中 方便 地 表示 出 在 上 半 平 面 {Imz > 0} 中 的 函数 


u = 22. (4) 
邻 z==rei? (0 < p< 及 w= peiv, 我 们 可 以 改写 (4) 为 下 面 的 两 个 形式 : 
P=r’, Y=2p (5) 


(参看 第 一 节 关 于 在 极 坐标 中 复数 的 乘法 规则 ). # 


由 (5) 看 出 , 半圆 fr = ro, 0 < yp < 7} 在 所 讨论 的 这 个 映射 下 变换 成 了 去 
掉 一 点 的 圆 {p = 3， 0 < < 27r}， 而 射线 {0 < 7 < co，p = yo} 变 为 了 射线 
{0 < p < oo, 划 = 2po} (图 5). 上 半 和 平面 {Imz > 0} 变换 为 剔除 正 半 轴 的 w 平面 . 
方便 的 办 法 是 将 该 半 平 面 表示 成 张 在 两 个 半 轴 (正和 负 的 ) 薄 弹 性 片 , 而 这 两 个 半 轴 
在 坐标 原点 的 联接 是 可 自由 活动 的 , 故而 薄片 可 依 这 两 个 半 轴 自由 滑动 . 因此 变换 
(4) 可 解释 为 该 薄片 的 形变 , 它 是 由 半 轴 的 相互 合 加 产生 的 . 

映射 (4) 也 可 用 笛 卡 儿 坐 标 以 两 个 方程 的 形式 表示 : 


u=72 -yy v=27y (6) 


( 令 z =z+iy, w = 十 iv 并 在 关系 式 w = z2 中 分 离 出 实 部 和 虚 部 ). 在 (6) 中 令 
y = yo, 我 们 得 到 曲线 w = z2 -- 好, v = 2zyo (ze 有), 它 对 应 于 直线 y = yo, 这 是 一 


中 这 种 写法 表示 对 所 有 ze M 有 f(z) 0,# cc. 
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(图 6). 


zo (zo 关 0) 


它 在 整个 C 上 有 定义) 是 因为 它 在 此 
zo 和 一 
2 的 区 域 中 , 映射 (4) 便 不 是 单 叶 的 了 并 且 所 描述 


Zz 


个 平面 , 或 在 任意 的 只 要 至 少 包含 一 对 点 


注 . 我 们 在 上 半 平 面 考虑 映射 (4) (虽然 
何 表示 便 不 再 直观 了 . 
合 . 


使 得 它们 能 变化 为 一 个 点 wo 
DOR+ 表示 正 数 的 集 


区 域 中 是 单 叶 的 . 在 整 
的 几 
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有 时 也 用 到 函数 另外 的 几何 表示 方法 : 在 空间 (z,y,p) 中 讨论 曲面 p = |f(z)| 
称 它 为 函数 /的 模 曲 面 或 地 貌 图 . 在 这 个 曲面 上 有 时 也 表示 出 水 平 集 Arg f = const. 
在 简单 的 情形 这 个 集合 是 具有 充分 稠密 网 格 曲线 , 可 以 建立 在 极 坐标 下 函数 f 的 什 
的 分 布 表示 . 在 图 7 上 描绘 了 函数 w = 2 的 模 曲 面 


图 7 


现在 转向 作为 分 析 基 础 的 晒 数 极限 的 概念 . 
定义 2， 设 函数 f 在 点 a ef 的 一 个 有 和 孔 邻 域 中 定义 ; 称 数 4eC 为 它 当 > 
趋向 于 a 时 的 极限 ， 
lim f(z) = 4， (7) 
是 说 , 如 果 对 于 点 4 的 任意 邻 域 Ca 存在 这 样 的 有 孔 邻 域 U', 使 得 对 于 所 有 的 z € 
U', 值 f(z) 属于 Ua. 也 就 是 说 , 对 于 任意 s > 0, 可 以 找到 5 > 0 使 得 由 不 等 式 
0<p(z,a) <6 (8) 
得 出 不 等 式 
p(f(z), A) < <. (9) 


如 果 a, 4 关 oo0, 则 (8) 和 (9) 可 以 换 作 不 等 式 0<1z-al<6 和 |jf(z) 一 4| <e. 
如 果 a = co, 4 Xeco, 则 它们 可 重 写 为 6 < |z| < ce,，|j(z) 一 4 < esi 读者 不 难 写 出 对 
于 剩 下 情形 oz# ceo, A = co 和 a= A = oo 的 不 等 式 . 

对 于 A 关 oo 我 们 令 f = 二 iv, 4 = hi +i42, 并 容易 证 明 , 等 式 (7) 等 价 于 两 
个 实 的 等 式 


lim w(z) = Ai, lim v(z) = 42 (10) 
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如 果 还 假设 4 关 0, 并 以 适当 的 方式 选取 arg f 的 值 @, 则 (7) 可 以 在 极 坐标 下 
重 写 为 
lim |f(2)| = |Al, lim arg f(z) = arg A. (0) 


因为 所 采用 的 函数 极限 的 定义 表现 出 与 在 实 分 析 中 的 定义 完全 一 样 , 并 且 在 复 
盟 数 上 的 代数 运算 按照 实情 形 同 样 的 规则 进行 , 故 那些 关于 在 一 点 上 郑 数 极限 的 初 
等 定理 (诸如 和 的 极限 之 类 的 ) 自动 地 转移 到 复 分 析 中 , 所 以 我 们 不 再 继续 去 陈述 和 
证 明 它 们 了 . 
在 一 些 情形 我 们 会 谈 及 函数 沿 集合 的 极限 . 设 给 定 了 集合 M, 并 以 a 为 它 的 一 
个 极限 点 , 而 函数 f 的 定义 集合 包含 了 M. 我 们 称 f 当 z 沿 集合 M 趋向 于 a 时 趋 
问 4, 并 记 为 
lim f(z)= A, (11) 
z€EM 
是 指 , 如 果 对 任意 的 。 > 0 存在 5 > 0, 使 得 对 所 有 满足 0 < p(z,a) <5 的 ze M, 成 
立 不 等 式 p(f(z), A) < e. 


定义 3， 设 函数 f 在 点 ne 5 的 某 个 邻 域 中 有 定义 ; 称 它 在 点 a 连续 是 说 , 如 
果 存 在 
lim f(2) = f(a); (12) 


如 果 f(a) 关 co, 我 们 则 谈 到 的 是 在 C 意义 下 的 连续 性 ; 如 果 f(a) = oo 则 所 谈 到 的 
是 在 C 意义 下 的 连续 性 (或 者 说 是 广义 的 连续 性 ). 

按照 刚才 所 谈 及 的 那些 理由 , 关于 在 一 点 连续 的 函数 的 初等 定理 (诸如 和 的 连 
续 性 等 等 ) 均 可 自动 地 转移 到 复 分 析 中 , 在 这 里 的 连续 性 必须 理解 为 在 C 的 意义 
下 的 . 

同样 也 可 以 谈 及 沿 集合 M 在 点 a 的 连续 性 , 就 是 说 如 果 a 是 M 的 一 个 极限 点 
并 且 (12) 左 端的 极限 理解 为 沿 集合 的 极限 . 称 在 集合 M 中 每 点 连续 ( 沿 M 连续 ) 
的 函数 为 在 M 上 连续 . 特别 , 如 果 f 在 区 域 D 每 点 均 连续 , 则 说 它 在 该 区 域 中 连续 
(这 时 在 D 中 每 点 连续 是 在 定义 3 的 意义 下 的 , 这 是 因为 每 个 点 是 连同 它 的 一 个 邻 
域 一 起 包含 在 D 中 的 ). 

我 们 要 特别 注意 在 (C 意义 下 ) 闭 集合 K CC 上 (在 C 意义 下 的 ) 连续 函数 的 
性 质 . 
1. 任意 在 集合 K 上 连续 的 函数 f 有 界 ( 即 存在 常数 4, 使 得 对 所 有 的 ze K 
有 |f(z)| < 4). 

2， 任 意 在 集合 K 上 连续 的 函数 f 达到 它 在 K 中 的 上 界 和 下 界 ( 即 存在 点 
z1，22 € K 使 得 对 所 有 的 ze 天 有 |f(z)| < |f(z1)|, |f(z)| > |f(z2)1)- 

”@ 从 此 以 后 , 符号 arg w 代表 uw 的 复数 值 Argw 集合 中 的 一 个 ; 这 同一 个 符号 也 被 用 来 表示 函 
数 arg f(z), zE€E M. 
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3. 任意 在 集合 K 上 连续 的 函数 为 一 致 连续 ( 即 对 任意 s > 0 存在 6 > 0 使 
得 只 要 ,zo2 EK 及 p(z1,z2) <6 就 有 [f(z1) 一 f(z2)| < e). 

这 些 性 质 的 证 明 与 实 分 析 中 的 证 明 完 全 一 样 ， 因此 我 们 不 再 停留 在 这 个 证 明 
了 : 


6. 可 微 性 
分 析 中 的 这 个 重要 的 概念 与 线性 性 质 相 关 , 从 而 我 们 从 单 变 的 复线 性 项 数 着 手 . 


定义 1， 分 别称 函数 1:C 一 C 为 RR- 线 性 或 C- 线 性 是 说 , 如 果 

(a) 对 所 有 的 zi, zz EC 有 il(zi 十 22) = l(z1) + 4(z2), 
以 及 对 所 有 的 z e C: 

(b) 和 对 所 有 入 ERR, !(Xz) = XM(z), 或 者 , 分 别 地 ， 

(b') 和 对 所 有 的 AE C, !(Xz) = 和 Ll(z). 


因此 , 及 -线性 函数 是 在 实数 域 上 的 线性 , 而 C- 线 性 函数 则 是 在 复数 域 上 的 ; 因为 
(b') 强 于 (b), 故 C- 线 性 函数 构成 了 及 -线性 函数 的 子 集 . 

我 们 来 展示 及 -线性 函数 的 一 般 形式 . 令 z = z+ iy 并 利用 性 质 (a) 和 (b)， 
对 于 任意 有- 线性 函数 ! 有 !(z) = zl(1) 二 yi)， 记 1(1) = a， i(i) = B 并 做 代 换 
z= 二 3(z 十 z), y 二 击 (z 一 2z); 在 简单 地 变换 之 后 我 们 得 到 如 下 结果 : 


定理 1。 任意 有 R- 线 性 函数 具有 形式 
1(z) = az + bz, (1) 
其 中 a=4(a 一 iB) 以 及 b 二 3(a 十 iB) 为 复 常数 . 
类 似 地 , 由 等 式 z = 1. z 及 根据 基本 性 质 (b') 得 到 
定理 2， 任意 C- 线 性 函数 具有 形式 
1(z) = az， (2) 
其 中 a 二 1(1) 为 复 常 数 . 
定理 3。 到 -线性 函数 是 C- 线 性 的 充分 必要 条 件 是 该 函数 满足 
1(iz) = il(z). (3) 


证 明 . 必要 条 件 显 然 . 由 定理 1 知 !(z) = az 十 bz, 因此 , 1(iz) = iaz 一 8z), 而 
il(z) = i(az 十 bz); 如 果 (3) 被 满足 , 则 2bz = 0, 由 此 b= 0, 即 1 为 C- 线 性 函数 . 口 


令 a=al+iaz b=h+ibz, 又 z 王 十 让 WwW=Ut+iv 并 分 离 实 部 和 虚 部 , 我 
们 可 以 改写 及 -线性 函数 w = az + bz 为 两 个 实 等 式 


w= (a1+h)r — (a2 — ba)y, v = (a2 + b2)z + (a1 — bi)y. 
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因此 , RR- 线 性 函数 的 几何 等 同 于 平面 的 仿 射 变换 , 其 雅 可 比 为 

T=al—bi+a3— b= la — ll?. (4) 
当 la| 关 | 时, 这 个 变换 非 退 化 ; 它 将 直线 变换 为 直线 , 平行 的 直线 变换 为 平行 的 ， 
而 正方 形变 为 平行 四 边 形 (图 8). 


图 8 


当 |a| > |b| 时 , 它 保 持 定向 , 而 当 |o| < |b| 时 则 变 向 @. 

但 C- 线 性 映射 w = az 不 会 改变 定向 , 这 是 因为 这 种 映射 的 雅 可 比 J = |al? > 0; 
它们 当 a 了 0 时 非 退 化 . 令 a = lalei* 并 记 住 复数 乘法 的 几何 意义 , 我 们 便 看 出 非 退 
化 C- 线 性 映射 

w= lale'*z (5) 
从 几何 上 看 将 平面 拉 大 了 |al 倍 , 并 旋转 了 角 a = arg a (图 9). 这 样 的 映射 保持 角 
不 变 , 从 而 将 正方 形变 为 正方 形 . 


BE 


我 们 注意 到 , 保持 角 不 变 给 出 了 C- 线 性 映射 的 特征 描述 . 进一步 , 成 立 
定理 4 如果 及 -线性 映射 帆 = az 十 bz 保持 定向 及 三 个 不 共 线 向 量 eico，eial ， 
ei92 之 间 的 夹 角 不 变 , 则 它 是 个 C- 线 性 映射 . 


证 明 . 不 失 一 般 性 可 设 向 量 eioo 及 其 像 均 指向 正 半 轴 (如 若 不 然 , 只 要 改变 > 
为 ze-ioo 就 可 以 了 , 对 于 w 可 类 似 进行 )， 于 是 z = 1 应 该 对 应 正 数 ,从 而 表明 
a 二 b> 0. 保持 z = 1 与 ei 之 间 夹 角 的 条 件 可 写成 aei®! + be-'io! = heio, 其 中 


中 称 非 退 化 仿 射 变换 保持 定向 是 说 , 如 果 它 保持 绕 三 角形 顶点 的 走向 不 变 . 
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hi > 0, 从 而 a+be-2ial > 0; 类 似 地 , 有 a+ be-2iaz > 0. 如 果 b 关 0, 那么 由 向 量 加 
法 的 三 角形 定律 , 我 们 得 到 了 三 个 具有 等 长 |b| 的 不 同 向 量 (b, be-?io!, be-?io2), 它 
们 都 从 向 量 a 的 终点 引 向 实 轴 . 这 是 不 可 能 的 , 从 而 b= 0. 口 


习题 . 

(a) 举 出 及 -线性 但 不 是 C- 线 性 映射 的 例子 , 并 且 它 保持 两 个 方向 间 的 角 不 变 . 

(b) 证 明 , 如 果 一 个 及 -线性 映射 保持 定向 并 将 某 个 正方 形变 为 正方 形 , 则 它 为 
C- 线 性 . # 


转 而 讨论 可 微 性 的 概念 ， 函数 的 可 微 性 意味 着 从 它 的 增 量 中 分 离 出 线性 主 部 ， 
即 微分 的 可 能 性 . 对 应 于 两 种 线性 性 从 而 存在 两 种 可 微 性 的 概念 . 


定义 2。 取 定 一 个 点 z EC 及 它 的 一 个 邻 域 UV; 称 函 数 f:U 一 C 在 点 zx 是 

及 -可 微 的 (对 应 地 , C- 可 微 的 ) 是 说 , 如 果 对 于 足够 小 的 |Az| 它 在 这 一 点 的 增 量 具有 
如 下 形式 : 

Af = f(z+ Az)— f(z2)= (Az) + o(Az), (6) 


其 中 ! 对 于 固定 的 z 是 一 个 RR- 线性 (对 应 地 , C- 线 性 ) 基数 , 而 o(Az) 是 相对 于 Az 
的 高 阶 小 的 量 , 即 当 Az 一 0 时 o(Az)/Az 一 0. 称 函 数 ! 为 f 在 点 z 的 微分 , 并 以 
记号 df 表示 . 
R- 可 微 函 数 的 增 量 因而 具有 形式 

Af = aAz + bAz+o(Az). (7) 

在 这 里 令 Az = Az (从 而 Az = Az), 对 它 除 以 Az 并 取 极 限 Az 一 0; 我 们 于 是 
得 到 

Af 9f 

Arz 一 0 Arz Dr 

类 似 地 , 令 Az = iAy (对 应 地 , Az = -iAy) 并 取 当 Ay 一 0 时 的 极限 , 我 们 得 到 

jm Ar ,af 


一 Q 十 bb. 


并 由 这 两 个 关系 式 得 到 
_1/86f .of 1 /60f .of 
le 
J 
of of 96f of F 天 
Bz-3  ( 医 - 豆 ) Bz- 3 ( 臣 + 寺 )， (8) 


有 时 称 它 们 为 函数 f 在 点 z 的 形式 导数 . 它们 首先 是 由 黎 曼 在 1851 年 写 出 来 的 ( 参 
看 下 面 的 第 40 小 节 的 历史 注 记 ). 


习题 . 证明, (a) 狂 =0, 钱 =1;(b) 如 (f+9) = 如 十 名 , 最 (f 9) = 训 g+f 锅 ， 
以 及 对 于 是 的 类 似 结果 . # 
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如 果 再 利用 显然 的 关系 dz = Az 和 dz = Az, 我 们 便 给 出 了 对 于 及 -可 微 函 数 的 
微分 公式 : 2 了 


df = Bz 十 Bz (9) 


因此 , 所 有 函数 f=w++ 记 在 点 z RR- 可 微 性 原来 就 是 说 其 中 的 w 和 v 作为 
两 个 实 变量 z 和 y 的 函数 具有 在 该 点 的 通常 的 微分 , 而 从 本 质 上 说 这 并 没有 引进 在 
分 析 中 的 任何 新 概念 . C- 可 微 性 的 概念 才 是 新 的 , 特别 , 复 分 析 正 是 由 此 而 发 端的 . 
C- 可 微 函 数 的 增 量 具有 形式 
Af = aAz + o(Az), (10) 
而 它 的 微分 是 Az 的 C- 线 性 函数 (在 固定 的 z 下 ). 由 公式 (9) 看 出 , C- 可 微 函 数 是 


在 R- 可 微 函 数 中 附加 了 条 件 i 
B=0 (11) 
分 离 出 来 的 . 
如 果 =u+iv, 则 由 公式 (8) 有 丸 = 二 ( 器 一 器 ) + 去 ( 器 上 + 器 ), 因 此 复 的 等 
式 (11) 可 以 重 写 为 两 个 实 等 式 的 形式 : 
uh su_ -bu 0 
ar 6 py sr 
显然 复 可 微 性 条 件 有 很 大 的 限制 : 尽管 建立 连续 而 在 实 的 意义 下 处 处 不 可 微 的 
例子 颇具 困难 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 或 佩 亚 诺 (Peano) 的 例子 ), 但 一 些 极 简 
单 的 函数 竟然 在 复 意 义 下 也 处 处 不 可 微 . 例如 , 也 数 f(z) = z 十 2iy 在 复 意 义 下 就 处 
处 不 可 微 : 对 于 它 有 丛 = 1, 免 = 2, 从 而 不 满足 条 件 (12). 


习题 . 
(1) 证 明 , 形 如 w(z) 十 iv(y) 的 C- 可 微 函 数 确 实 为 C- 线 性 的 . 
(2) 设 函 数 f = 十 i 在 整个 平面 为 C- 可 微 的 , 且 处 处 有 = v2; 证 明 这 时 f = 
常数 . # 
现在 我 们 考虑 导数 概念 , 从 方向 导数 开始 . 再 次 固定 点 z EC, 它 的 一 个 邻 域 为 
U 以 及 函数 f :U 一 C. 如 果 令 Az = |Azlei8, 于 是 由 公式 (7) 和 (9) 得 到 
f= {lAzle’® 十 LlAzle® 十 o(Az)， 
其 中 o(Az) 相对 于 Az 为 高 阶 小 的 量 . 两 端 除 以 Az 并 取 Az 一 0 以 及 argAz=0= 
常数 时 的 极限 , 我 们 得 到 f 在 点 z 活 方 向 b 的 导数 : 
of 于 。 Al of dk of e260 (13) 
Ozg > Az Oz Bz" 
由 此 公式 看 出 , 当 f 和 z 固定 并 且 当 0 从 0 变 到 2r 时 , 点 评 两 次 @ 走 过 以 
2 为 圆心 , 以 9 为 半径 的 圆 , 这 是 方向 导数 的 速 端 曲 线 (hodograph) (图 10). 


显然, 沿 方向 9 和 沿 方 向 6+ r 的 导数 重合 . 
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图 10 


因此 , 如 果 恬 夭 0, 则 方向 导数 让 依赖 于 方向 6 且 仅 在 荡 = 0 时 , 即 函数 f 
在 点 z 为 C- 可 微 的 情形 , 沿 所 有 方向 的 方向 导数 才 相 等 . 
显 见 , 在 也 只 在 这 种 情形 下 才 存 在 函数 f 在 点 z 的 导数 , 按 定义 它 等 于 


/ ,人 人 

f (z) 一 Aim, 和 >， (14) 

其 中 的 取 极 限 是 在 C 拓扑 意义 下 的 ( 即 在 极限 定义 中 的 邻 域 理 解 为 通常 的 圆 邻 域 : 
这 个 极限 不 依赖 于 Az 趋向 于 0 的 方式 ). 同样 清楚 的 是 , 如 果 f'(z) 存在 , 则 它 等 于 


尺 . 由 于 这 个 论断 的 重要 性 , 我 们 把 它 挑 出 来 给 予 直接 的 证 明 . 
定理 5。， 函数 f 在 点 z 的 复 可 微 性 等 价 于 在 该 点 导数 f'(z) 的 存在 性 . 
证 明 . 如果 f 在 点 z 为 C- 可 微 , 则 由 公式 (10), 其 中 a = 辟 , 我 们 有 
Af = Az + o(Az); 


因为 当 Az 一 0 时 o(Az)/Az 一 0, 故 存在 limaz_,o 对 = f'(z) = 如 . 反 过 来 , 如 果 
f'(z) 存在 , 则 由 极限 的 定义 , 我 们 有 

2 = f(s) + alAz), 
其 中 当 Az 一 0 时 a(Az) 一 0. 于 是 , 增 量 Af = f'(z)Az + a(Az)Az 被 分 成 了 两 部 
分 , 其 中 的 第 一 部 分 关于 Az 是 C- 线 性 的 , 而 第 二 部 分 是 个 高 阶 小 的 量 : 这 意味 了 f 


在 点 z 的 C- 可 微 性 . 口 


单 复 变 函 数 导 数 的 定义 与 实 分 析 的 的 完全 一 样 , 算术 运算 的 规则 和 关于 极限 的 
定理 也 被 推广 到 了 复 领 域 . 因此 无 需 任 何 改动 便 可 将 微分 的 初等 规则 转移 到 在 复 分 
析 中 (函数 和 、 积 、 商 、 复合 及 道 的 导数); 我 们 不 再 对 其 叙述 和 证 明了 . 

我 们 还 要 给 出 一 个 对 于 计算 有 用 的 附注 . 因为 函数 f = ww 十 iw 的 导数 如 果 存 在 
的 话 , 它 不 依赖 于 方向 的 选取 , 故而 可 取 z- 方 向 进行 计算 ; 我 们 得 到 
(15) 
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上 面 的 讨论 使 我 们 确信 C- 可 微 性 概念 的 自然 性 . 然而 我 们 以 后 会 看 到 , 只 是 在 
一 个 点 的 C- 可 微 性 还 不 足以 建立 一 个 令 人 满意 的 理论 . 于 是 我 们 将 要 求 的 不 仅 是 在 
一 点 的 而 是 在 所 有 邻近 点 的 C- 可 微 性 , 从 而 我 们 有 以 下 的 概念 . 


定义 3. 称 函数 f 在 点 ze C 为 全 纯 @ (或 解析 ) 是 说 , 如 果 在 该 点 的 一 个 邻 域 
中 的 每 个 点 它 均 为 C- 可 微 . 


例子 数 f(z) = |z| 2: = zz, 显然 在 所 有 C 中 点 为 R- 可 微 .但 名 =z 只 在 z=0 
时 为 0, 故我 们 的 函数 只 在 点 z = 0 为 C- 可 微 , 从 而 它 在 该 点 不 是 全 纯 的 . ## 


在 点 z 全 纯 的 水 数 的 集合 (它们 中 每 一 个 在 各 自 的 邻 域 中 C- 可 微 ) 被 赋 以 记号 
O:. Oz 中 的 函数 的 和 与 积 仍然 属于 O:, 因此 可 将 这 个 集合 看 为 是 一 个 环 . 我 们 注意 
到 , O 中 两 个 函数 的 商 f/g, 如 果 g(z) = 0, 则 不 一 定 属于 O:. 

在 开 集 D CC 的 所 有 点 上 C- 可 微 的 函数 显然 在 D 中 所 有 点 都 为 全 纯 . 我 们 称 
这 些 函 数 为 在 D 中 全 纯 , 并 记 以 符号 O(D); 集合 O(D) 也 是 个 环 . 我 们 对 于 在 任意 
集合 M Cc C 上 全 纯 的 函数 理解 为 那些 可 以 延 拓 到 一 个 开 集 D 2 M 并 在 此 开 集 上 
为 全 纯 的 函数 . 

最 后 , 我 们 说 函数 矿 在 无 穷 远 点 全 纯 是 指 , 如 果 函 数 g(z) = f(1/z) 在 点 z=0 
全 纯 . 这 个 定义 让 我 们 可 以 考虑 在 闭 平面 集合 C 上 全 纯 的 函数 . 我 们 注意 到 , 在 无 
穷 远 点 的 导数 定义 是 没有 意义 的 . 


历史 注 记 


复 微分 是 复 分 析 的 基础 概念 之 一 . 在 那些 葛 基 人 之 中 工 . 欧 拉 起 了 特别 的 作用 ， 
按照 拉 普 拉 斯 的 说 法 ,“ 他 是 18 世纪 后 半 叶 所 有 数学 家 的 老师 ”. 我 们 在 这 里 要 简短 
地 叙述 他 的 生活 与 工作 . 

欧 拉 在 1707 年 生 于 瑞士 的 一 个 并 不 富裕 的 牧师 家 庭 , 在 巴塞 尔 大 学 取得 了 硕士 
学 位 (1724 年 ), 开始 学 习 神 学 , 后 来 则 全 身心 地 投入 到 数学 及 其 应 用 中 . 1727 年 , 19 
岁 的 欧 拉 来 到 了 彼得 堡 , 在 不 久 才 建立 的 科学 院 @ 得 到 一 个 空缺 的 生理 学 专业 的 职 
位 . 然而 他 却 在 数学 领域 中 工作 , 并 且 , 在 他 第 一 次 逗留 在 彼得 堡 的 14 年 中 , 他 发 表 
了 超过 50 篇 的 著作 , 并 同时 积极 从 事 了 教学 和 各 种 实际 的 任务 . 

1741 年 欧 拉 转 到 了 柏林 , 在 那里 一 直 工 作 到 1766 年 , 但 并 没有 切断 与 彼得 堡 科 
学 院 的 联系 , 在 彼得 堡 科 学 院 的 的 出 版 物 中 至 少 有 他 在 这 段 时 间 里 发 表 的 100 篇 文 
章 以 及 书 . 以 后 他 又 回 到 了 彼得 堡 , 在 那里 逗留 到 他 生命 的 最 后 一 天 . 尽管 他 遭遇 到 
几乎 完全 失明 的 厄运 , 在 第 二 次 逗留 彼得 堡 的 17 年 期 间 , 欧 拉 准备 好 了 差不多 400 
份 著 作 . 

中 来 自 希腊 文 Yoxoc ( 整 的 ) 和 noewn (形式 ): 相似 于 整数 . 


@ 在 1726 年 12 月 17 日 科学 院 办 公 室 的 记事 中 说 : “按照 女皇 陛下 的 命令 , 召 欧 拉 进 入 科学 院 . 
并 经 丹尼尔 . 伯 努 利 教授 转交 与 他 应 得 的 旅费 一 百 三 十 卢布 ". 
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在 他 著名 的 专著 《 无穷 小 分 析 引 论 》 (两 卷 本 , 1748 年 ),《 微 分 学 》(1755 年 ) 和 
《积分 计算 》( 三 卷 本 , 1768 一 1770 年 ) 中 欧 拉 实质 上 是 第 一 个 将 数学 分 析 发 展 为 一 个 
科学 分 支 的 人 . 他 也 是 变 分 法 、 偏 微分 方程 理论 和 微分 几何 的 一 个 创始 人 , 他 还 得 到 
了 数论 中 许多 杰出 的 结果 . 

与 进行 理论 研究 的 同时 欧 拉 还 从 事 了 许多 的 应 用 活动 , 例如 , 参与 绘制 俄罗斯 
的 地 形 图 以 及 参与 由 库 里 宾 ( 开 . II. Kyzr6rma) 提出 的 通过 涅 瓦 河 的 单 拱 大 桥 计 划 
的 专家 咨询 . 他 研究 过 抛射 体 在 空气 中 的 运动 , 求 过 柱 体 的 临界 压力 , 开创 了 陀螺 仪 
理论 . 他 的 著作 中 有 《力学 或 运动 的 科学 》( 两 卷 , 1736 年 )、《 月 球 轨道 计算 的 新 理 
论 》(1772 年 )、 甚 至 于 《 海 船 建造 与 驾驶 的 完全 思辨 , 海洋 学 学 生 的 益 著 》(1778 年 ). 

欧 拉 死 于 1783 年 , 项 在 彼得 堡 的 斯 莫 棱 斯 克 墓地 , 而 在 1957 年 在 纪念 他 的 250 
诞辰 时 将 他 的 遗体 移 至 具有 很 高 荣誉 的 亚历山大 - 涅 夫 斯 基 墓 地 , 靠近 M. B. 罗 蒙 罗 
索 夫 纪念 碑 的 地 方 . 欧 拉 的 后 人 仍 留 在 俄罗斯 ; 他 的 两 个 儿子 是 彼得 堡 科学 院 院士 ， 
第 三 个 儿子 则 是 俄国 军队 的 将 军 , 是 在 谢 斯 特 罗 列 茨 克 的 军械 厂 的 厂 长 . 


列 昂 纳 多 . 欧 拉 (1707- 一 1783) 


在 上 面 提 到 的 那些 分 析 方 面 的 著作 中 , 欧 拉 引 进 了 基本 的 初等 复 变 函 数 , 并 发 
现 了 他 们 之 间 的 关联 (特别 是 我 们 前 面 提 到 的 欧 拉 公式 : eze = cosp +isinp), 而 且 
在 积分 计算 中 系统 地 应 用 了 复 变换 . 在 著作 《 流体 运动 的 一 般 原理 》(1755 年 ) 中 , 欧 
拉 将 流体 速度 的 分 量 v 与 v 与 两 个 表达 式 wdy 一 vdz 与 udz + vdy 联系 起 来 . 随 三 
年 前 出 版 了 自己 著作 的 达 朗 贝尔 之 后 , 也 出 于 流体 力学 方面 的 考虑 , 欧 拉 写 出 了 这 


两 个 表达 式 为 恰当 微分 的 条 件 : 
Bu sb bu bu 


BN Ue 
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并 发 现 了 这 个 方程 组 的 解 的 一 般 形式 : 
一 初 = 5p(z 十 动 ) - SW(z+ 记 ), 


UU 二 v= 二 =p(z — iy) 十 7p(T — iy), 

其 中 yg 与 区 为 ( 按 欧 拉 所 说 ) 任意 的 函数 . 关系 式 (16) 实际 上 是 函数 f= 二 wu 一 记 的 
复 可 微 性 的 条 件 , 并 具有 简单 的 物理 意义 (参看 下 一 小 节 ). 

欧 拉 写 出 了 通常 的 C- 可 微 条 件 (12), 它 与 (16) 差 一 个 符号 . 1776 年 , 在 欧 拉 69 
岁 的 高 龄 , 欧 拉 完成 了 他 的 著作 《 论 通过 虚 计 算得 到 的 值得 注目 的 积分 》, 在 其 中 他 
指出 这 些 条 件 可 作为 表达 式 (ww 二 iv)(dz + iay) 为 恰当 微分 的 条 件 , 到 了 1777 年 , 他 
又 发 表 了 它们 在 制作 地 理 地 图 问题 中 的 应 用 (参看 下 一 小 节 ). 

因此 , 确切 地 说 , 第 一 次 系统 地 研究 复 变 郴 数 及 其 在 分 析 、 流 体力 学 以 及 地 图 学 
的 应 用 的 功绩 应 当归 于 欧 拉 . 

但 是 欧 拉 对 复 可 微 性 作用 还 没有 足够 清晰 的 了 解 . 在 这 个 方向 上 的 实质 性 进展 
在 70 年 后 柯 西 的 著作 中 才 得 以 初步 成 型 , 而 只 有 再 过 了 30 年 后 , 在 黎 曼 的 著作 中 
才 对 它们 的 作用 有 了 完全 的 理解 (详细 情形 请 参看 后 面 的 19 小 节 40 小 节 的 历史 注 
记 ). 复 微分 的 条 件 


一 二 < 二 we 一 一 一 一 一 一 
Oz or 0 OW Dr 
习惯 上 被 称 做 柯 西 - 黎 曼 条 件 , 然而 从 历史 的 正确 观点 看 应 称 他们 为 达 朗 贝尔 - 欧 拉 
条 件 吧 . 


7. 几何 的 以 及 流体 力学 的 解释 
在 点 z € C 为 R- 可 微 , 或 相应 地 , C- 可 微 的 函数 f 的 微分 具有 形式 
df = sdz+ 3 dz， 或 相应 地 df = f(z)dz (1) 
(参看 前 一 小 节 ). 因为 映射 的 雅 可 比 由 它 的 微分 ( 即 仿 射 变换 ) 的 定义 , 故 由 前 一 小 
节 的 公式 (4), R- 可 微 的 , 下 或 相应 地 ， C- 可 微 的 映射 了 在 点 z 的 雅 可 比 等 于 


J 
= | |, = 1. (2) 


Oz 
对 于 那些 了 解 微分 形式 @ 的 人 , 可 直接 推导 出 公式 (2): 如 果 dz = dz 十 idy, 则 dz = 
dz 一 idy, 而 外 积 dzAdz = -idzAdy+idyAdz = 一 2idrAdy; 类 似 地 , 如 果 df = du+tidv， 
则 df 和 df = 一 2idu 人 dv. 然而 由 于 公式 (1), 我 们 有 


df 和 df = (Gaz+ as) A (Ba z+ 中 dz] 
-(| 刘 - 二 we 


Oz Oz 
@ 在 本 书 第 二 卷 将 会 详细 讨论 它们 . 
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但 因为 du 人 dv = Jydzr 人 dy, 由 此 得 到 (2). 


假设 阵 数 f 在 点 z 的 一 个 邻 域 中 为 RR- 可 微 并 且 z 不 是 f 的 临界 点 , 即 Jy(z) 关 0. 
根据 实 分析 中 的 隐 范 数 定理 于 是 得 出 了 映射 f 的 局 部 同 胚 性 , 即 存 在 邻 域 U 3 z, 使 
得 f 为 互 为 单 值 与 互 为 连续 地 变换 到 点 f(z) 的 邻 域 上 ， 从 公式 (2) 清楚 看 出 , 在 
了 R- 可 微 性 的 一 般 情 形 中 , 雅 可 比 J 可 具有 任意 的 符号 , 就 是 说 f 即 可 以 保持 也 可 以 
改变 定向 . 但 对 于 C- 可 微 情形 的 映射 , 临界 点 与 那些 在 其 上 导数 化 为 零 的 点 重合 , 而 
在 非 临 界 点 这 样 的 映射 总 保持 定向 : jj = |f'(z)l? > 0. 

另外 , 称 在 一 点 z EC 为 RR- 可 微 的 映射 f 在 该 点 是 共 形 的 是 说 , 如 果 在 点 z 的 
微分 df 是 dz 的 非 退 化 的 具 旋 转 的 伸缩 变换 . 因为 根据 前 一 小 节 , 这 个 性 质 的 变换 
给 出 了 C- 线 性 映射 的 特征 描述 , 故而 我 们 得 到 下 述 C- 可 微 性 的 几何 解释 : 

在 点 z 复 可 微 的 映射 f 若 f'(z) 关 0 则 等 价 于 f 在 该 点 的 共 形 性 质 . 

映射 f : D 一 C 在 DD 中 每 点 z 均 为 共 形 , 则 称 其 为 该 区 域 的 共 形 映射 ; 它 由 
在 DD 全 纯 的 无 临界 点 ( 即 在 D 处 处 f'(z) 关 0) 的 函数 定义 . 在 区 域 的 每 点 上 这 个 
映射 的 切线 , 即 它 的 微分 , 给 出 了 具 伸 缩 的 旋转 , 就 是 说 , 它 将 图 形变 成 它们 的 相似 
性 , 特别 地 , 保持 角 不 变 . 这 些 映射 首先 在 1777 年 出 现在 欧 拉 制 作 俄 国 地 形 图 的 工 
作 中 , 这 是 他 所 从 事 的 彼得 堡 科学 院 的 一 项 任务 . 欧 拉 称 这 样 的 映射 为 “小 处 相似 ”， 
而 “ 共 形 ”这 个 词 则 是 彼得 堡 科学 院 的 舒 伯 特 (@. H. IIy6epr) 在 1789 年 引进 的 ， 
共 形 映射 的 意思 是 保持 角 不 变 . 


注 ， 如果 R- 可 微 映射 的 微分 在 某 个 非 临 界 点 z 将 图 形变 成 相似 形 但 改变 了 
定向 , 则 f 称 该 映射 在 该 点 为 第 二 类 共 形 映射 或 者 反共 形 映射 , 满足 反共 形 条 件 的 
函数 f 在 该 点 具有 形式 并 = 0. 称 函数 f 在 点 z 为 反 全 纯 是 指 , 如 果 在 z 的 某 个 邻 
域 中 为 R- 可 微 且 在 该 邻 域 的 所 有 点 上 有 处 = 0. 显然, 函数 f 二 wu+iy 在 点 z 为 反 
全 纯 当 目 仅 当 了 =w 一 iv 在 该 点 为 全 纯 . 


到 此 为 止 我 们 考虑 过 了 映射 的 微分 . 现在 我 们 要 研究 共 形 性 质 是 如 何 影响 映射 
的 性 质 的 . 假设 f 在 点 z 的 一 个 邻 域 VU 上 为 共 形 , 并 且 导 数 f' 在 VU 上 连续 外. 考 
虑 从 点 z 为 起 点 的 光滑 道路 7 : 工 = [0,1] UV ( 即 对 所 有 的 te 有 7 四 关 0 并 连 
续 , 且 7Y(0) = z). 它 的 像 = fo7 :I 一 f(D) 也 是 一 条 光滑 的 道路 , 这 是 因为 由 复 
合 函 数 的 微分 法 则 

Y(t) = Ft): y(t) tel, (3) 


并 且 , 按 条 件 , f' 在 VU 上 处 处 连续 且 不 为 0. 
几何 上 , Y(t) = z(t) 十 世上 直 表示 了 7 在 点 Y(t) 的 切 向 量 ， 同 时 |?7 人 ld = 
V22 十 dt = ds 为 7 在 这 一 点 的 长 度 微分 ; 类 似 地 , |y‘(t)ldt = ds, 为 4, 在 点 亲人 二 


@ 在 第 二 章 中 我 们 将 看 到 , 第 二 个 条 件 自 动 成 立 : 由 f' 在 U 中 所 有 的 点 上 的 存在 性 可 推出 连续 
性 . 不 但 如 此 , 由 此 还 可 推出 f 所 有 阶 的 偏 导数 在 U 上 的 存在 性 和 连续 性 ! 
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的 长 度 微分 . 因此 由 当 t= 0 的 关系 式 (3), 我 们 推出 
/ Iy(0)| _ ads. 
|f (z)| = [7(0)| ds’ (4) 
即 中 导数 f'(z) 的 模 从 几何 上 意味 着 在 映射 f 下 , 弧 长 在 点 z 的 伸缩 系数 . 
这 里 的 左 端 , 如 果 7(0) = z, 则 不 依赖 于 7 的 选取 ; 因此 , 在 我 们 的 条 件 下 , 在 点 
z 的 所 有 弧 伸缩 相同 . 故 共 形 映射 f 具有 所 谓 的 圆 性 质 : 它 将 以 圆心 在 点 z 的 小 贺 
变 成 一 条 曲线 , 使 得 它 与 圆心 在 f(z) 的 圆 相差 一 个 高 阶 的 小 量 (图 11). 


图 11 


另外 , 由 此 在 t=0 的 同一 关系 式 (3) 还 得 到 
arg f'(2) = arg 7Y,(0) 一 arg 7 (0), (5) 
即 导数 f(z) 的 幅 角 在 几何 上 意味 着 该 弧 在 点 z 的 切 向 量 在 映射 f 下 的 旋转 角 . 
这 里 的 左 端 , 如 果 y(0) = z, 则 也 不 依赖 于 7 的 选取 , 就 是 说 , 所 有 这 样 的 弧 以 
同样 的 角 旋 转 . 因此 共 形 映射 f 具有 保 角 性 质 : 在 点 z 任意 两 条 弧 之 间 的 夹 角 乌 等 
于 它们 的 像 在 点 f(z) 之 间 的 夹 角 (参看 图 11). 


注 、， 如 果 映 射 在 点 z 全 纯 , 但 该 点 是 个 临界 点 , 即 f'(z) = 0, 则 圆 性 质 仍然 
成 立 , 不 过 是 一 种 退化 的 形式 : 在 点 z 的 所 有 伸缩 系数 等 于 0. 保 角 的 性 质 则 完全 破 
坏 了 : 例如 , 在 映射 > 一 z? 下 , 射线 arg z = al 与 射线 arg z = a 在 点 z = 0 之 
间 的 角 变 为 了 2 倍 角 ! 除 此 之 外 , 在 临界 点 也 可 能 破坏 弧 的 光滑 性 : 例如 , 光滑 曲线 
Y(t) =t 十 认 2, t € [一 1,1] 在 同一 映射 z 一 z? 下 变 成 了 曲线 4,(t) = 如 (1 一 如 ) 十 2 广 ， 
它 在 点 7,(0) = 0 是 个 尖 点 (我 们 利用 了 第 5 小 节 的 公式 (6)). 


习题 ， 设 和 为 2 与 y 的 实 函数 , 它们 在 及 的 意义 下 可 微 , 而 vv = 器 + 高 
与 vv = 象 +i 旬 为 它们 的 梯度 . 请 解释 以 下 条 件 的 几何 意义 : 
(Vu, vv) = 0， |vul= |YvYl 


已 知 , 对 于 光滑 的 弧 有 内 = = limas_.o Se , 其 中 As 为 + 的 弧 长 , As 为 7。 的 对 应 弧 长 ， 
@ 相 交 于 点 z 的 两 段 驱 的 严 角 的 意思 是 他 们 在 该 点 的 切线 间 的 夹 角 . 
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(括号 表示 内 积 ), 并 找 出 它们 与 函数 f = w+iv 的 C- 可 微 性 条 件 之 间 , 以 及 将 f 作 
为 映射 时 的 共 形 性 质 之 间 的 联系 . # 


我 们 现在 解释 复 可 微 性 及 复 导 数 的 在 流体 力学 上 的 意义 . 考虑 流体 的 平稳 平行 
平面 流 . 它 的 意思 是 , 这 个 流 的 速度 向 量 v 不 依赖 于 时 间 , 并 且 在 对 某 个 平面 的 垂 线 
上 的 每 个 点 上 他 们 都 相同 , 而 这 个 平面 我 们 取 为 复 变 量 z = z + iy 的 平面 (图 12). 
于 是 我 们 的 场 完全 由 平面 向 量 场 

u = V1(T,Y) + iv2(T, Y) (6) 
描述 . 


| Pe A PR NS I 


一 


2 本 
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图 12 


我 们 假定 在 某 点 zo 的 邻 域 7 中 , 函数 vl 和 v 具有 连续 的 偏 导数 . 此 外 , 还 假定 在 
此 邻 域 中 场 (6) 为 位 势 场 , 即 


=- 2 _ Oo -00 
和 无 源 场 , 即 
ee Ov1 Ov2 和 
divv = a (8) 


(等 式 (7) 和 (8) 对 U 的 所 有 点 均 成 立 ). 
由 位 势 条 件 (7) 得 出 , 在 邻 域 U, 微分 形式 vidz + v2dy 为 某 个 函数 yp 的 恰当 微 
分 , 称 它 为 这 个 场 的 位 势 另 数 . 于 是 在 UV 中 我 们 有 
Op Op 
V1 三 人 v2 一 Oy (9) 
或 者 , 用 同 量 的 写法 为 v = grad vy. 
由 无 源 场 的 条 件 (8) 得 到 , 形式 -vzdz + vidy 为 某 个 函数 % 的 恰当 微分 , 使 得 


在 U 中 有 
i (10) 


@ 对 于 平面 向 量 场 , rotv 可 以 看 作 标 量 ; 参看 第 一 小 节 的 脚注 . 
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在 函数 光 的 水 平 线 上 我 们 有 dy = -vdz+wmdy = 0, 即 穆 = 血 , 由 此 看 出 , 这 些 曲 
线 是 场 v 的 向 量 曲线 ( 即 v 的 积分 曲线 ), 也 就 是 流 线 (流体 质点 的 轨 线 ). 所 以 称 多 
为 流 函 数 . 

我 们 想 现在 构造 一 个 复 函 数 


一 % 十 ?0/， (11) 
并 称 它 为 这 个 场 的 复位 势 . 比较 关系 式 (9) 和 (10), 我 们 看 到 , 在 U 中 满足 条 件 
a (12) 


Or Gy’ Oy Or 

由 第 6 小 节 知 , 它们 与 (12) 的 复 可 微 性 条 件 相同 , 因而 证 明了 复位 势 f 是 在 点 zo 全 
纯 的 函数 . 

反之 , 设 函 数 f = 十 在 点 z 的 邻 域 0 中 全 纯 , 而 函数 p 和 vw 在 U 中 有 连 
续 的 二 阶 导数 ?在 上 构造 向 量 场 "一 grady = 如 +i92. 它 在 V0 .上 是 位 势 的 ， 
这 是 因为 rotv = 闽 多 一 部 器 = 0 从 而 ,divv = 结 + 多 $= 总 区 一 部 闫 =0 (我 们 
利用 了 方程 (12)). 显然 给 出 的 函数 f 是 这 个 场 的 复位 势 . 

于 是 , 全 纯 函数 f 意味 着 , 这 个 函数 可 以 看 作为 位 势 的 及 无 源 的 流体 平稳 平行 
平面 流 的 复位 势 

不 难 解释 导数 的 流体 力学 的 意义 : 由 (9) 和 (10) 我 们 有 


0 
大 = + iv (13) 


即 复位 势 的 导数 表示 了 复 共 罗 于 流 的 速度 向 量 的 向 量 . f 的 临界 点 是 流速 度 等 于 0 
的 点 . 


例 . 我 们 来 求 在 平坦 底部 上 的 无 限 深 流体 的 复位 势 ， 在 其 中 有 一 个 垂直 于 底 ， 
高 为 h 的 绕 流 障碍 . 这 个 平行 平面 流 可 由 在 上 半 平 面 中 的 绕 长 为 h 的 线段 的 流 来 描 
述 , 不 失 一 般 性 可 设 这 个 线段 位 于 虚 轴 上 . 

于 是 , 这 个 流 可 看 成 是 在 区 域 D 上 的 , 而 该 区 域 的 边界 9D 由 实 轴 和 虚 轴 上 的 
线段 [0,ih] 组 成 (图 13). 这 条 线段 边界 必定 是 流 线 ; 假定 该 线 为 y= 0, 并 假定 在 D 
上 函数 wy > 0. 因此 , 为 了 找 出 复位 势 y 十 iy 只 要 找到 D 到 上 半 平 面 {ww > 0} 的 共 
形 映射 就 够 了 . 


a | 
A 
BT A 
图 13 


实现 这 种 映射 的 函数 之 一 可 以 按 以 下 方式 得 到 . 映射 z1 = z? 将 D 转变 为 切 去 
@ 第 二 个 条 件 由 第 一 个 自动 得 出 ; 参看 本 小 节 前 面 的 脚注 . 
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了 射线 Rea > -h2, Im zi = 0 的 平面 (参看 第 5 小 节 的 例子 ). 映射 z2 = zi+h 将 
该 射线 移动 到 正 半 轴 Re zs > 0, Im z = 0. 如 果 我 们 现在 取 开 平方 的 映射 : 
tu 二 V22 至 V |z2lei(™e z2)/2 
它 在 条 件 0 < arg zz < 2z 下 被 单 值 地 定义 ,于 是 作为 切除 了 正 半 轴 的 平面 zo 的 
像 , 我 们 得 到 了 上 半 平 面 . 最 后 取 所 考虑 过 的 那些 映射 的 复合 , 便 得 到 了 我 们 所 要 的 
映射 
w= V 22 十 贿 2. (14) 


分 离 关系 式 (yp 十 访 )? = (z 十 记 )? 十 h? 的 实 部 和 虚 部 , 我 们 得 到 了 这 个 流 的 流 
线 方程 ; 对 于 线 y= wo, 我 们 有 


h2 
y = wo i rr (15) 


(对 应 的 流 线 显示 在 图 13 中 ). 所 考虑 的 流 的 速度 值 | = | 滨 | = -站 和 ,在 无 穷 远 
处 它 等 于 1; 点 z = 0 是 这 个 流 的 临界 点 . 可 以 证 明 , 所 考虑 的 这 个 问题 的 通 解 为 

f(2) = veo V2?2 + h?, (16) 
其 中 ww > 0 是 在 无 穷 远 点 的 流 的 速度 . 有 关 在 流体 力学 中 共 形 映射 应 用 的 详细 情 
形 可 参看 , 例如 拉夫 连 季 耶 夫 和 作者 的 书 @. 


83. 分 式 线性 函数 的 性 质 
我 们 转向 一 些 简单 的 全 纯 复 变 函 数 类 的 研究 . 


8. 分 式 线性 函数 


分 式 线性 函数 由 关系 式 
人 ad 一 bc 和 0 (1) 
定义 , 其 中 ab c, d 为 固定 的 复数 , 而 z 为 复 变 量 ; 加 上 条 件 ad - bc 承 0 是 为 了 排 
除 退 化 为 常数 的 情形 ( 当 ad - zc = 0 时 , (1) 的 分 子 与 分 母 成 比例 ). 当 c = 0 时 , 必 
有 d 半 0, 从 而 函数 (1) 具有 形式 
Ne eg 3 (2) 
变 成 了 所 谓 的 整 线性 函数 . 当 4 = 0, 这 样 的 函数 退化 为 常数 , 而 当 4 取 0, 如 我 们 从 
公式 w = A(z 十 B/4) 所 看 出 的 那样 , 它 化 为 平面 的 平移 z 一 z + A/B 和 具 伸 编 的 
旋转 z 一 4z, 即 第 6 小 节 意 义 下 的 复线 性 映射 . 


OM. A. 拉夫 连 季 耶 夫 , BE. B. 沙巴 特 , (1)《 复 变 函 数论 的 方法 》, M.: Hayka, 1973; (2)《 流 体力 
学 的 问题 及 它们 的 数学 模型 》, M.: Hayka, 1977. 
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蚂 数 (1) 对 于 所 有 z 头 -ad/c, co 有 定义 (如 果 c 关 0; 当 c= 0 时 它 对 所 有 有 限 
的 z 有 定义 ). 在 这 些 例外 点 上 我 们 定义 它 为 : 当 z = -d/c 时 令 风 = co, 当 z = oo 
时 则 令 w= afc (在 c= 0 的 情形 只 要 在 z = ee 时 令 w= oo 就 可 以 了 ). 我 们 有 


定理 1. 分 式 线性 函数 (1) 建立 了 CC 到 C 上 的 同 胚 映射 ( 即 相互 一 一 且 连 续 
的 映射 ). 


证 明 . 假定 c 关 0, 因为 当 c= 0 的 简单 情形 这 是 显然 的 . 函数 (1) 在 C 上 处 处 


有 定义 ( 单 值 地 ); 由 方程 (1) 解 出 z 有 
2 dw—b (3) 


我 们 看 出 , 每 个 w 关 a/c, oo 对 应 于 确定 的 点 z, 而 由 于 上 面 采 用 的 约定 , 点 w= a/c 
对 应 了 z = co, 而 j= oo 对 应 了 点 z = 一 d/c. 因此 , (1) 相互 一 一 地 将 C 映 到 C 上 . 
还 需 证 明 连 续 性 . 然而 当 z 关 一 d/c, oo 时 函数 (1) 的 连续 性 是 显然 的 ; 而 在 这 些 例 
外 点 的 连续 性 由 下 面 得 到 : 


az+b . az+b a 


In < . 
z—o0 CZ 二 +d € 


对 于 函数 (3) 可 同样 进行 ， 口 


我 们 现在 想 要 证 明 映 射 (1) 在 C 的 所 有 点 都 保 角 . 对 于 z 关 -d/c, co 这 由 在 这 
些 点 上 存在 导数 得 到 : 
dw ad 一 bc £0 
dz (cz+ad)? 
(参看 第 7 小节 ). 为 了 对 于 这 些 例 外 点 (它们 两 个 都 与 无 穷 远 性 值 有 关联 : 一 个 自己 
就 是 无 穷 远 点 , 而 另 一 个 的 像 为 无 穷 远 点 ) 建立 同样 的 性 质 , 需要 引进 在 无 穷 远 点 的 


角 的 概念 . 


定义 .两 条 道路 yi 与 7。 (通过 co 使 得 它们 的 球面 像 在 北极 具有 切线 ) 在 点 

z= oo 的 夹 角 是 指 这 两 个 道路 在 映射 
zml/z=2 (4) 

下 的 像 Pi 与 Tz 在 点 2Z = 0 的 夹 角 . 


习题 . 对 于 那些 不 满意 于 这 种 形式 定义 (顺便 说 一 下 , 以 复 流 形 的 观点 看 这 是 
自然 的 , 参看 第 二 卷 ) 的 读者 , 建议 他 们 做 下 面 的 练习 : 

(a) 证 明 , 球 极 投影 C 一 5S (参看 第 1 小 节 ) 保 角 , 即将 在 C 上 一 对 相交 的 直线 
变 到 5S 上 的 一 对 圆 , 它们 交 出 相等 的 角 . 

(b) 证 明 , 平面 C 的 变换 z 一 1/z 在 球 极 投影 下 对 应 于 球面 5S 绕 通 过 点 z = 土 1 
的 直径 旋转 . [提示 : 应 用 第 1 小 节 的 公式 (17).] # 


定理 2. 分 式 线 性 映射 (1) 在 蕊 的 所 有 点 上 均 为 共 形 四 . 
@ 在 无 穷 远 点 上 为 共 形 的 意思 是 它 有 保 角 性 . 


§3. 分 式 线性 函数 的 性 质 . 31 . 


证 明 ， 对 于 那些 非 例外 的 点 定理 已 经 证 过 . 设 与 4o 经 过 点 z = -d/c 的 两 
条 道路 , 并 在 该 点 以 角 a 相交 (假定 了 这 两 条 道路 在 该 点 有 切线 ). 在 映射 (1) 下 它 
们 的 像 y* 与 y# 在 对 应 于 z = -d/c 的 点 w= oo 的 夹 角 , 按 定义 等 于 y? 与 让 在 映 
射 W = 1/w 下 的 像 IT?* 与 T3 在 点 W = 0 的 夹 角 . 然而 


_cz+d 
az+b’ 
从 而 I? 与 T$ 可 以 看 成 在 这 个 映射 下 mm 与 yo 的 像 . 因为 导数 
dW bc—ad 
dz {az+b)? 


在 点 z = 一 d/c 存在 且 不 等 于 0, 故而 T? 与 T; 在 点 W = 0 的 夹 角 等 于 a. 对 于 点 
z 二 一 d/c 时 的 定理 得 证 . 为 了 对 点 z = oo 证 明 它 , 只 要 将 同样 的 讨论 用 于 (1) 的 反 
苑 数 (3) 即 可 ， 口 


记 所 有 分 式 线性 映射 的 集合 为 A. 我 们 现在 想 要 证 明 A 可 以 看 作为 一 个 群 . 设 


给 出 了 两 个 分 式 线性 变换 : 
al1z 十 D 


人 aldl — bici #0, 
也 2 “Zh az 十 区 a2d2 一 pzc2 #0; 
c22 十 Gd2 


我 们 称 映 射 Li 与 Za 的 复合 为 它们 的 乘积 , 即 映 射 
L:zm Li1o LL2(z). 
映射 工 显然 是 分 式 线性 的 ， 


(因为 在 表达 式 Li 中 将 z 替换 成 分 式 线性 函数 后 仍旧 导出 了 一 个 分 式 线性 函数 ), 且 
还 有 ad 一 bc 关 098 (因为 工 将 CC 变换 到 C, 而 没有 退化 为 常 值 ). 
我 们 来 验证 它 满足 群 的 公理 . 
(a) 结合 律 : 对 于 任意 三 个 映射 L1，L2, L3 € A 我 们 有 
Lio(L20L3)= (Lio L2)°oL,. (5) 
事实 上 , (5) 的 两 端 都 表示 了 分 式 线性 映射 L1{L2[La(z)]}. 


四 如 果 令 z = z1/z2 和 w = wi/w2z, 以 引进 齐 次 坐标 , 则 变换 (1) 可 重 写 为 形式 wi = azi 十 
bz2,，tWw2 二 czl 十 dz2, 或 者 以 矩阵 表示 


所 以 对 于 工 = Za oz2 我 们 有 
ad 一 bc 一 (aldl — bici)(a2d2 — b2c2), 


这 便 给 出 了 断言 的 分 析 证 明 . 
我 们 看 出 , 分 式 线性 变换 是 复 射影 直线 CP! 的 射影 变换 , 而 复 射 影 直线 可 等 同 于 拓展 了 的 平面 


C 
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(b) 存在 单位 元 . 显然 , 恒 同 映射 可 以 作为 单位 元 : 


E:zpZ. (6) 
(c) 存在 逆 元 . 对 于 任意 Le A 存在 映射 L-! € A 使 得 
LlioL=LoL-!=E. (7) 
事实 上 , 对 于 映射 (1), 可 取 映 射 (3) 为 其 道 元 . 


这 便 证 明了 
定理 3， 所 有 分 式 线性 映射 的 集合 A， 如果 以 映射 的 复合 作为 群 的 运算 ， 构成 
一 个 群 . 


注 . 群 A 不 是 交换 的 : 例如 , 设 Zi : zr* z+1， L2:z 嘱 3; 于 是 LioL2:zr 


,而 Zoo7a:z 呈 二 十 1. 


4 关 0 的 整 线性 函数 (2) 构成 子 群 Ao C A, 这 是 A 中 使 无 穷 远 点 保持 不 变 的 那 
些 映射 . 


9. 几何 性 质 
我 们 介绍 分 式 线 性 映射 的 两 个 初等 几何 性 质 ， 为 了 阐述 第 一 个 性 质 我 们 约定 ， 


当 我 们 说 到 上 的 贺 时 指 的 是 在 复 平 面 上 任 一 圆 或 直线 (在 球 极 映射 下 它们 全 是 黎 
曼 球 面 上 的 圆 ); 对 于 严格 意义 下 的 圆 我 们 将 称 其 为 C 上 的 圆 . 成 立 


定理 1。 任意 分 式 线性 映射 将 任 一 C 上 的 圆 变换 为 起 上 的 贺 (分 式 线性 映射 
的 圆 性 质 ). 

证 明 . 对 于 线性 映射 的 情形 (c = 0) 断言 显然 , 这 是 因为 这 样 的 映射 给 出 了 具 
伸缩 的 旋转 以 及 平移 . 如 果 c 大 0, 则 该 映射 可 重 写 为 形 如 


a ad—bc B 
nd Er te (1) 


从 而 , 可 表示 为 三 个 映射 的 复合 : 

Li:zm A+ Bz, La :zo >, Ls:zmz+C 
(L = LioL2oL3). 映射 Li ( 具 伸 缩 的 旋转 ) 与 Za (平移 ) 显然 保持 了 C 上 的 圆 . 剩 
下 要 证 明 的 是 对 于 映射 


1 
L2:zm ~ (2) 
的 这 个 性 质 . 
为 了 证 此 @, 我 们 注意 到 , G 上 的 任 一 圆 可 以 用 方程 
E(r?+y)+Fr+Fy+G=0 (3) 


描述 , 其 中 E 可 以 = 0, 反 过 来 , 任 一 这 样 的 方程 均 表示 了 C 上 的 一 个 圆 , 但 它 可 
@ 可 以 几何 地 证 明 . 只 要 应 用 事实 : 变换 z 一 1/z 给 出 了 黎 曙 球面 的 旋转 . 


8$3， 分 式 线性 函数 的 性 质 . 33 . 


以 退化 为 一 个 点 或 者 空 集 和 ， 转 向 复 变 换 z = z 十 芭 , 志 = 7z 一 iy, 即 在 (3) 中 令 
z= 二 3(z 十 z), y = 页 (z 一 Zz), 我 们 便 将 此 方程 变 为 形 如 
Ezz+ Fz+Fz+G = 0, (4) 
其 中 FF = (Fi 一 iF2), F = #(F + iF,). 
为 了 得 到 在 映射 (2) 下 圆 (4) 的 像 的 方程 , 只 要 在 (4) 中 令 z = 寺 就 足够 了 ; 于 
是 我 们 得 到 
E+Fw+ Fw+ Gu = 0, (5) 


即 与 (4) 一 样 形式 的 方程 . 退化 为 一 个 点 或 空 集 的 情形 被 分 式 线性 映射 的 一 一 单 值 
性 所 排除 ; 因此 , 所 考虑 的 这 个 像 是 C 上 的 圆 . 口 


我 们 在 前 面 已 看 到 , 在 非 临 界 点 zo 任意 全 纯 函 数 f 在 准确 到 高 阶 小 量 之 下 将 
一 个 圆心 在 zo 无 穷 小 的 圆 变换 成 了 圆心 在 f(zo) 的 圆 . 定理 1 则 断言 , 分 式 线性 函 
数 确实 将 C 上 任意 的 圆 变换 成 了 圆 . 但 容易 从 非常 简单 的 例子 看 出 , 圆心 一 般 说 来 
并 不 变 到 圆心 . 

为 了 阐述 分 式 线性 映射 的 第 二 个 几何 性 质 , 我 们 引进 


定义 ， 称 点 z 和 z* 相对 于 圆 工 = {|z 一 zo| = R} 对 称 是 说 , 如 果 

(a) 它们 均 位 于 以 zo 为 顶点 的 射线 上 , 使 得 它们 到 zo 的 距离 的 乘积 等 于 R? ( 即 
arg (z* — z) = arg (z — z0) 和 |z— zollz* 一 zo| = Rey. 
或 者 , 等 价 地 

(b) C 上 通过 这 两 点 的 任 一 圆 7 均 垂 直 于 工 . 


这 两 个 定义 的 等 价 性 从 图 14 可 清楚 看 出 : 如 果 z 与 z* 相对 于 工 在 (a) 的 意义 
下 对 称 , 而 7 为 任意 通过 它们 的 圆 , 则 由 熟知 的 初等 几何 的 定理 得 到 , 由 点 zo 引 向 
YY 的 切线 段 长 的 平方 等 于 截断 长 jzo 一 z*| 与 它 在 外 面 的 截断 长 |zo 一 z| 的 乘积 (图 
14), 即 等 于 R?; 因此 从 zo 引 向 7 的 切线 段 长 就 是 TT 的 半径 , 从 而 这 两 个 圆 正 交 (如 
果 > 为 直线 , 则 它 通 过 zo, 从 而 与 工 正 交 ). 反之 , 如 果 C 上 的 任意 通过 z 和 z* 的 
7 均 正 交 于 下 (特别 , 其 中 包括 直线 zz*), 则 首先 , 点 z 与 z* 位 于 顶点 在 zo 的 射 
线 上 , 其 次 , 它们 到 zo 的 距离 的 乘积 (仍旧 有 同样 的 初等 几何 的 定理 ) 等 于 R?; 故而 
z 与 z* 相对 于 工 对 称 . 

几何 定义 (b) 的 优点 在 于 它 可 推广 到 C 上 的 圆 T: 如 果 工 是 直线 , 则 它 化 为 普 
通 的 对 称 . 定义 (a) 导出 了 联系 对 称 的 简单 公式 : 条 件 

arg(z* —20)=arg(z—20) 和 |z 一 zollz* 一 zol=R? 

可 改写 为 形式 


(6) 


@ 我 们 除去 了 EE= 所 = Fs = G =0 的 情形 . 


图 14 图 15 


由 图 15 显示 了 构造 对 称 点 的 方法 : 如 果 z 在 圆 了 的 内 部 , 则 只 要 由 z 引 射 线 
zoz 的 垂 线 直 到 交工 于 6, 然后 由 5 作 工 的 切线 直到 交 此 射线 于 z* 即 可 ; 如 果 z 
在 工 的 外 部 , 则 按 相反 的 次 序 进行 (由 直角 三 角形 zoz6 与 zo6z* 为 相似 三 角形 得 到 
证 明 ). 

称 将 每 个 点 ze C 的 点 变 成 它 关 于 工 的 对 称 点 z* 的 映射 z  z* 为 关于 该 圆 
的 对 称 映射 或 者 反 演 映射 . 

关于 世上 的 贺 的 反 演 映射 从 (6) 看 出 , 可 由 共 罗 与 分 式 线性 孙 数 的 蚂 数 来 实现 . 
根据 前 一 小 节 的 定理 2 得 到 , 反 演 映 射 在 C 处 处 是 个 反共 形 映 射 . 

(对 关于 直线 的 反 演 映射 这 个 断言 是 显然 的 : 以 平移 和 旋转 将 此 直线 移动 到 实 
轴 , 于 是 反 演化 为 映射 z 一 z.) 

我 们 现在 直接 得 到 了 我 们 想 要 的 分 式 线性 映射 的 性 质 : 


定理 2。 设 任意 分 式 线性 映射 工 将 任意 两 个 关于 区 上 圆 工 的 对 称 点 z 和 z* 
映 成 点 ww 和 w*, 则 它们 是 关于 这 个 圆 的 像 L(T) 的 对 称 点 (保持 对 称 点 的 性 质 ). 


证 明 . 考虑 所 有 C 上 通过 点 z 和 z* 的 圆 的 族 {y} 这 些 圆 均 正 交 于 工 . 根据 定 
理 1, 圆 y 也 变换 为 上 的 圆 L(y), 同时 由 于 工 的 共 形 性 , 所 有 圆 L(Y) 均 正 交 于 
L(T). 由 此 得 出 , 所 有 L(Y) 都 通过 的 点 w 和 w* 是 关于 L(T) 的 对 称 点 9. 口 


10. 分 式 线 性 同 构 与 自 同 构 


在 分 式 线性 映射 的 公式 


az++b 
i (1) 


中 出 现 有 四 个 复 系数 a, b, c 和 d. 然而 实际 上 该 映射 只 依赖 于 三 个 复 参数 , 这 是 因 
为 它 的 分 子 和 分 母 可 以 除 以 其 中 一 个 非 零 的 系数 . 因此 我 们 自然 期 待 借助 于 分 式 线 
性 映射 以 唯一 的 方式 将 给 定 的 三 个 点 变 成 另外 三 个 给 定 的 点 . 我 们 有 


@ 我 们 注意 到 , 任意 通过 w 与 w* 且 与 L(T) 正 交 的 圆 都 是 族 {7} 中 某 个 圆 的 像 . 


8$3.， 分 式 线性 函数 的 性 质 . 35 ， 


定理 1， 假设 有 三 个 不 同 的 点 z1，z2，z3 EC 以 及 另外 三 个 不 同 的 点 ww，wo， 
WwW3 € C, 存在 且 只 存在 一 个 分 式 线性 映射 L, 使 得 也 (zk) = tk k= 二 1,2,3. 


证 明 . 容易 证 明 映 射 L 的 存在 性 : 我 们 构造 分 别 将 z1]，z2，z3 和 wi，w2z, ws 映 
到 < 平面 上 的 点 0, oo, 1 的 分 式 线性 变换 L 和 Lz: 


el te Z3 一 22 L en sd W3— WwW2 
i g 2 :《k《 二 。 
儿 一 Zo 2Z3 一 2 ” Ww — 山 ? 3 一 山 ]” 


(2) 
映射 
L= ZrloDi， (3) 
由 关系 式 
Pe 
给 出 的 函数 w = w(z) 定义 , 它 便 是 我 们 所 需要 的 . 事实 上 , 它 显 然 是 分 式 线 性 的 , 并 
将 点 zi 变换 为 wi (k = 1,2, 3). 
现 证 明 这 个 映射 的 唯一 性 . 设 和 为 任 一 分 式 线性 映射 使 得 和 (zk) = we，(k = 
1, 2,3). 我 们 考虑 映射 J = Lo 入 oLi', 其 中 的 Zi 和 Ls 由 公式 (2) 定义 ; 显然 , 4 
是 个 分 式 线性 映射 , 它 保 持 了 点 0, o0,1 不 变 . 由 条 件 jy(o0) = oo 得 到 1/ 为 整 线性 天 
数 : y(C) = ac + B; 然而 由 条 件 上 (0) = 0 得 到 8 = 0, 而 由 条 件 jy(1) = 1 得 到 a = 1. 
故而 ju(C) = ¢, 即 L2o 入 oLi! = E, 由 此 根据 群 的 法 则 得 到 入 = Z7:o zi 或 者 , 由 
(3), 入 三 工 . 口 


注 ， 每 个 点 z 和 wk 均 出 现在 关系 式 (4) 中 两 次 : 一 次 在 分 子 , 男 一 次 则 在 分 
母 . 读者 由 此 可 以 确信 当 这 些 点 zx 或 wk 中 有 一 个 是 无 穷 大 时 , 这 个 关系 式 仍然 有 
效 : 只 需 在 这 个 点 出 现 之 处 , 将 分 式 的 分 子 和 分 母 换 成 1 即 可 . 例如 , 在 2 = ws = oo 
的 情形 该 公式 具有 形式 
_ 1 -2 _ vl 
ZZ— Z2 1 WwW—w2» 工 
因此 对 于 闭 平面 的 点 定理 1 仍然 有 效 . 
根据 所 证 明 的 这 个 定理 以 及 圆 性 质 (第 9 小 节 ) 可 以 断言 , 在 C 上 的 任意 圆 
FT 可 以 通过 分 式 线性 映射 变换 成 任何 一 个 其 他 的 圆 Tr* (只 要 将 工 上 三 个 点 变 到 FT" 
上 三 个 点 , 并 应 用 圆 性 质 即 可 ). 由 拓扑 的 考虑 显 见 , 以 工 为 边界 的 圆 盘 B 在 此 映 
射 下 变换 为 以 T* 为 边界 的 两 个 圆 盘 中 的 一 个 (为 了 知道 是 哪 一 个 只 要 和 弄 清 某 个 点 
zo € B 变 到 了 哪里 就 可 以 了 ). 由 此 容易 得 出 结论 说 , 任意 圆 盘 B CC 可 以 由 分 式 
线性 变换 映射 到 任意 其 他 的 圆 盘 B* C C 上 . 
称 区 域 D 到 D* 上 的 分 式 线性 映射 为 分 式 线性 同 构 , 而 存在 这 样 一 个 同 构 的 区 
域 D 和 D* 则 被 称 为 分 式 线性 式 同 构 . 刚才 所 表达 的 断言 可 以 这 样 阐述 : 


定理 2。 在 闭 平面 上 任意 两 个 圆 盘 为 分 式 线性 式 同 构 . 
作为 例子 , 我 们 来 找 出 从 上 半 平 面 {Imz > 0} 到 单位 圆 盘 {|w| < 1} 的 所 有 这 
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样 的 同 构 . 利用 定理 1 导出 的 公式 不 美观 , 故而 我 们 将 另行 处 理 . 设 定点 a, Ima > 0 
为 被 这 个 同 构 变 换 到 圆心 w = 0 的 点 . a 的 对 称 于 实 轴 的 点 a, 根据 前 一 小 节 的 定 
理 2, 变换 到 w = 0 关于 圆 {jw| = 1} 的 对 称 点 ww = co. 然而 变换 为 0 和 oo 的 两 个 
点 在 只 差 一 个 常数 因子 下 确定 了 一 个 分 式 线性 函数 ; 因此 所 要 的 映射 应 该 具有 形式 : 
w = ke. 

对 于 z = z 为 实数 我 们 有 |z 一 a|l = |z -- 引 |; 故而 为 了 让 实 轴 变换 到 单位 圆 必 须 
取 |k| = 1, 即 =e. 于 是 , 所 有 将 上 半 平 面 {Imz > 0} 变换 到 单位 圆 盘 {|w| < 1} 
的 分 式 线性 同 构 由 公式 


gzZ—a 
Ww 一 e 认 一 一 一 
之 一 人 @ (5) 


定义 , 其 中 a 为 上 半 平 面 {Imz > 0} 中 的 任 一 点 , 而 9 为 任意 的 实数 . 

映射 (5) 依赖 于 三 个 实 参数 : 9 及 变换 为 圆心 的 点 a 的 两 个 坐标 . 9 的 几何 意义 
由 以 下 注解 可 看 清 , 即 在 映射 (5) 下 , 点 z = co 变换 到 w = ei. 这 个 参数 的 变化 导 
致 了 圆 的 旋转 . 在 图 16 中 描绘 了 z 平面 的 笛 卡 儿 坐 标的 网 格 以 及 在 映射 (5) 下 它 
的 像 . 


Hh ps 有 
pp Wp pW 


(z) ， 


图 16 


我 们 称 一 个 区 域 到 自己 的 分 式 线性 同 构 为 该 区 域 的 分 式 线性 自 同 构 . 显然 , 一 
个 区 域 的 所 有 分 式 线性 自 同 构 的 集合 构成 一 个 群 , 它 是 所 有 分 式 线性 映射 的 群 A 的 
子 群 . 

所 有 分 式 线性 自 同 构 C 一 C 的 集合 显然 等 同 于 群 A. 同样 显然 地 , 所 有 C 一 C 
的 分 式 线性 自 同 构 的 集合 与 整 线性 变换 xm az +b(a 尖 0) 的 子 群 Ao 等 同 . 最 后 我 
们 来 计算 单位 圆 盘 的 自 同 构 群 . 

取 点 a, la| < 1, 让 其 变换 到 圆心 w = 0. 那么 a* = 1 是 a 关于 圆 {lz| = 1} 的 
对 称 点 , 它 应 该 被 变换 到 点 w = oo; 故 所 要 的 映射 应 该 具有 形式 


z—a z—a 
w= T 一 后 一 一 一 一 ， 
大公 法 1 一 Gz 
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其 中 上 和 训 为 某 些 常数 . 因为 点 z = 1 变换 成 了 单位 圆 上 的 点 , 必 有 |kh| | 二 8 
jea| = 1, 即 = et, 其 中 9 为 实数 . 因此 所 要 的 映射 应 有 形式 
0 (6) 
1l—az 

另 一 方面 , 显然 , 任意 形 如 (6), 其 中 la| < 1 及 9 为 实数 的 函数 定义 为 将 单位 圆 
盘 {|z| < 1} 变换 为 单位 圆 盘 {|w| < 1} 的 分 式 线性 映射 . 图 17 描绘 了 uw 平面 的 极 
坐标 网 格 的 逆 像 . 它 由 两 族 曲 线 组 成 : 通过 点 a 和 a* = + 的 圆 弧 (射线 的 逆 像 ), 以 
及 具有 这 些 对 称 点 的 圆 ( 圆 的 逆 像 ). 


图 17 


因此 , 我 们 计算 出 了 单位 圆 的 分 式 线性 自 同 构 群 . 它 依赖 于 三 个 实 参数 : 点 a 的 
两 个 坐标 以 及 0. 
习题 . 证 明 , 上 半 平 面 的 五 = {Imz > 0} 的 分 式 线性 自 同 构 群 由 映射 
_ az+b 


cz+d 
构成 , 其 中 a,b, c,d 为 实数 , 目 ad 一 bc > 0.# 


11. 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 模型 


1882 年 , H. 庞 加 莱 提 出 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 一 个 模型 , 它 建立 在 分 式 线性 映 
射 的 性 质 的 基础 上 @. 在 这 里 我 们 将 对 此 模型 进行 大 体 的 描述 . 

我 们 以 罗 巴 切 夫 斯 基点 , 或 者 更 简短 地 ， 4- 点 表示 单位 圆 盘 UV = {|z| < 1} 中 的 
点 , 而 A- 直 线 表 示 属 于 U 的 , 与 9U 正 交 的 C 上 圆 的 弧 . 然而 , 有 时 为 了 更 方便 , 代 
替 U 而 去 考虑 上 半 平 面 有 H = {Imz > 0}, 于 是 A- 直 线 便 是 垂直 于 实 轴 8H 的 圆 弧 ， 
由 第 一 个 模型 经 过 从 U 到 上 的 分 式 线性 映射 可 以 得 到 第 二 个 模型 (图 18). 

用 初等 方法 可 以 证 明 , 通过 两 个 不 同 的 A- 点 有 且 只 有 一 条 A- 直 线 (在 这 里 最 好 
使 用 半 平 面 模型 ; 参看 图 18(b)), 同样 可 以 验证 其 他 的 关联 公理 . 可 自然 地 在 A- 直 线 
上 引进 线性 序 (与 欧 几 里 得 的 相同 ), 它 满足 帕 施 公理 (Pasch axiom)( 即 , 一 条 不 通过 


@ 在 此 之 后 的 1904 年 , 他 因此 而 获得 了 (挪威 ) Kazan 物理 -数学 学 会 奖 . 
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三 角形 三 顶点 中 任 一 个 的 直线 , 若 交 其 一 条 边 则 必 交 其 余 一 条 边 )， 从 而 与 欧 几 里 得 
的 有 序 公理 相同 . 

但 是 我 们 立即 看 出 (参看 图 18(a)), 欧 几 里 得 的 平行 公理 在 我 们 的 模型 中 不 再 
成 立 : 通过 不 在 A- 直 线 ! 的 A- 点 z, 可 以 引出 许多 条 与 ! 不 相交 的 A- 直 线 . 这 样 的 
A- 直 线 填 满 了 一 个 扇形 , 这 个 扇形 以 通过 z 而 在 ! 与 67 (或 88) 的 交点 ( 欧 氏 几 
何 的 点 ) 处 切 于 (在 欧 氏 几何 的 意义 下 ) ! 的 A- 直 线 为 边界 ; 称 这 些 边界 A- 直 线 为 ! 
的 A- 平 行 线 (在 图 18(a) 中 以 虚线 显示 ). 因此 , 在 此 模型 中 使 用 的 是 罗 巴 切 夫 斯 基 
平行 公理 . 

我 们 不 再 把 注意 力 停 留 在 验证 其 他 各 组 的 公理 上 了 (它们 全 都 同 于 欧 几 里 得 的 
公理 ), 而 只 需 指出 , 在 我 们 的 模型 中 运动 指 的 是 分 别 对 圆 盘 U 或 上 半 平 面 有 H 的 分 
式 线性 自 同 构 . 运动 保持 了 A- 直 线 (分 式 线性 映射 的 圆 性 质 ), 同样 还 有 他 们 之 间 的 
欧 几 里 得 夹 角 . 我 们 采用 这 个 角 作 为 罗 巴 切 夫 斯 基 角 的 定义 . 

现在 来 叙述 引进 罗 巴 切 夫 斯 基 度量 的 问题 . 首先 我 们 注意 到 , 所谓 的 四 个 点 的 
交 比 


2z2 一 G 2 一 和 


(21, 22; &, B) = po ， i (1) 


在 运动 下 不 变 问 题 (这 由 前 一 小 节 的 公式 (4) 得 到 ). 当 所 有 四 个 点 都 在 同一 个 欧 几 
里 得 圆 上 时 它 为 实数 (由 于 在 分 式 线性 映射 下 交 比 的 不 变性 , 圆 可 以 看 作 是 欧 几 里 
得 直线 , 而 在 这 种 情形 断言 是 显然 的 ). 特别 地 , 如 果 a 和 6 为 A- 直 线 ! 和 U 或 者 
HH 的 边界 的 交点 , 而 za 和 zz 为 1 上 的 点 , 所 处 次 序 为 ag，z1，z2，B, 则 它 不 但 为 实 
数 而 且 甚 至 大 于 1. 因为 不 同 的 A- 点 za 和 zz 决定 了 一 条 通过 它们 的 A- 直 线 , 故 点 
a 与 B 被 所 选取 的 za 和 zz 决定 , 从 而 我 们 可 记 

(z1, 22; 0, D) = {2z1, 22}-. (2) 
直接 的 计算 表明 , 如 果 A- 点 z1， zo 和 zs 都 在 一 条 A- 直 线 上 , 按 次 序 为 a, z1, zo， 

z3, B (如 前 , a 和 6 为 该 A- 直 线 的 “端点 ”), 故 {2z1, z2}: {22,z3} = {z1,z3}, 从 而 
In{z1, zz} + lIn{2z2, 23} = ln{z1, 23}. (3) 
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因为 量 In{z1, zz} 为 正 (由 于 {z1,z2} > 1) 且 相 对 于 A- 运 动 不 变 , 自然 可 取 它 为 
A- 点 21 与 z2 之 间 的 罗 巴 切 夫 斯 基 距 离 : 
p(zl, z2) = jn{zl, z2}. (4) 
我 们 来 计算 在 圆 盘 模 型 UV 中 的 这 个 量 . 首先 如 果 zl =0, 而 z=r>0, 则 显 
然 , a = -1 6 = 1 故 按 公 式 (1) 有 
{21, 22} = (z1, z2; 一 1,1) = 7 : 二 一 1 
因为 绕 z = 0 的 旋转 是 个 A- 运 动 , 故 对 于 所 有 z e U\ {0} 有 


pu(0,2) = In{0,z) =In + 二 (5) 


两 个 不 同 的 A- 点 2 和 za 的 一 般 情 形 可 用 A- z 一 大 2 化 为 以 上 情形 , 从 而 


TD Z1z% 
pul(z1, 22) = ln Eh (6) 


eT 


类 似 地 , 对 于 上 半 平 面 模型 H 有 


ZI 一 Z2 
Z1— 2Z2 


工 十 


(7) 


pH(Z1, 22) = 
之 ] —%a 
Z1— 2Z2 


罗 巴 切 夫 斯 基 距 离 满 足 通常 的 距离 公理 : (1) 正 值 性 : p(zi,zz) > 0, 且 等 式 成 
立 仅 当 z1 = z2, (2) 对 称 性 : p(z1,z2) = p(z2z,z1), 以 及 (3) 三 角形 公理 : p(z1, zz) 十 
p(z2,z3) > p(z1,z3)， 头 两 个 公理 是 显然 的 , 而 三 角形 公理 , 譬如 在 UV 中 ， 只 要 对 
Zz1 二 0, z2 二 a > 0 以 及 zs = z 为 任意 的 情形 (一 般 的 用 A- 运 动 可 化 成 这 种 情形 ) 验 
证 即 可 , 而 此 时 它 被 表达 为 不 等 式 
l+a 一 |z| 网 1— 


ln 之 
1 一 1 ™ 


在 两 端 取 寡 并 加 1, 我 们 在 做 简单 的 化 简 后 , 将 此 不 等 式 转化 成 了 不 等 式 
|z| 一 a 2 一 Q 
i1—alz| “11 一 az| (8) 
当 |z| < a 时 这 是 平凡 的 , 理由 是 左 端 非 正 ; 剩 下 来 要 考虑 |z| > a 的 情形 . (8) 的 左 
端 在 圆 x = {¢ : [| = |z|} 上 保持 为 常 值 和 = 芭 二 ,而 因为 在 实 的 z > a 下 , (8) 变 
为 等 式 , 故而 (8) 的 右 端 在 圆 = {4 : | 大 总 | = 和} 取 同 一 值 和, 这 里 的 ? 与 相 
切 于 点 6 = |z|. 点 z 位 于 xo 之 外 , 这 表明 在 该 点 (8) 的 右 端 不 小 于 入 于 是 不 等 式 
(8) 得 证 . 
如 果 固 定 2 和 zz 中 的 一 个 点 , 而 另 一 个 点 趋向 于 UV 或 H 的 边界 , 则 从 公式 
(6) 和 (7) 看 出 , 距离 p(zi, z2) 一 oo. 因此 , 8U 与 98 的 点 可 以 看 成 是 罗 巴 切 夫 斯 基 
平面 的 无 穷 远 (理想 ) 点 ; 称 这 些 点 的 集合 , 即 圆 8U 或 实 轴 8 及, 为 绝对 形 . 


In 
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另外 , 令 z1 = z, 而 z2 = zz 十 dz 为 邻近 于 z 的 点 并 且 从 p(z1,z2) 中 分 离 出 关于 

ldz| 的 线性 部 分 ds, 我 们 从 这 些 公 式 (6) 和 (7) 分 别 得 到 了 
2|dz| pe |dz| (9) 

1 一 |z|2 Im z 

我 们 看 出 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 度量 下 的 与 欧 几 里 得 度量 下 的 弧 长 微分 成 比例 ， 而 
由 此 从 几何 上 熟知 的 事实 得 出 , 在 这 两 个 度量 下 的 角 是 相同 的 ,这样 便 证 实 了 前 面 
所 采用 的 关于 罗 巴 切 夫 斯 基 角 的 约定 的 正当 性 . 

我 们 能 来 验证 初等 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 两 个 事实 . 

1. 多 边 形 的 面积 . 采用 半 平 面 模型 ; 根据 公式 (9), 罗 巴 切 夫 斯 基 多 边 形 II 的 面 


9 dz Ndy dz 
4= 人 y? -人 ea 人 


(我 们 利用 了 微分 形式 的 规则 d ( 符 ) = - 盎 人 dz = 点)， 由 斯 托 克 斯 公式 有 
A = Jor 空 , 其 中 6I 是 多 边 形 的 边界 , 由 一 些 A- 线 段 组 成 , 即 圆心 在 实 轴 上 的 半圆 
(z 一 av)2 十 包 =y2 的 弧 段 (v = 1 … ,n). 在 第 > 条 边 上 可 取 9, = arg(z 一 av) 作为 
参数 , 于 是 z - av = rvcosb, y= 二 Tvsin9, 且 dr/y = -db . 因此 , 沿 这 条 边 的 积分 
等 于 -Ab, ( 具 相 反 符号 的 9, 的 增 量 ). 而 面积 4 等 于 这 些 -Ab 沿 所 有 边 的 和 @. 
但 Ab, 等 于 当 通 过 II 的 第 v 条 边 时 它 的 切线 沿 正方 向 的 旋转 角 , 在 顶点 4, 切线 
旋转 了 角 Bb, = ”一 av, 其 中 的 av 是 在 顶点 4v 的 角 , 而 通过 6II 时 切线 的 整个 旋转 
了 的 角 等 于 2r (图 19). 因此 , 入"” ,Ab +>" B, = 2r, 由 此 所 要 求 的 面积 


= A Sp (10) 


2 一 


asrr 一 


Avt1 


图 19 


我 们 看 到 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 多 边 形 的 面积 不 依赖 于 它 的 边 长 而 仅仅 由 角 
决定 . 特别 地 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 三 角形 的 面积 等 于 = (al 十 Q2 十 a3)@. 


@ 如 果 第 v 条 边 为 直线 段 , 那么 在 其 上 dz = 0, 故我 们 取 Ap, = 0. 
@ 众 所 周知 , 三 角形 内 角 和 等 于 r 在 保留 其 他 公理 时 等 价 于 欧 几 里 得 的 平行 公理 . 
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2. 毕 达 哥 拉 斯 - 罗 巴 切 夫 斯 基 定 理 . 

使 用 圆 盘 模型 ; 不 失 一 般 性 , 假定 直角 三 角形 的 顶点 的 一 个 位 于 点 z = 0, 而 其 
余 的 位 于 点 z = a > 0 和 z = i8, 8 > 0 (这 样 的 构 型 总 可 经 罗 巴 切 夫 斯 基 运 动 达 
到 ). 由 公式 (6), 罗 巴 切 夫 斯 基 直 角 边 和 斜 边 长 分 别 等 于 


Ep hs Be ,m+ 二 | 
1l—oa 1 一 有 人 bs 
于 是 由 熟知 的 分 析 中 关于 双 曲 函数 的 公式 (也 可 参看 后 面 的 第 14 小 节 ), 有 


a 本 b i C 
ca 一 tanh 3, =tanh 7， TE (11) 
现在 利用 以 tanh(z/2) 表达 coshz 的 公式 , 它 类 似 于 熟知 的 三 角 公 式 : 
So 1 + tanh*(z/2) 
1—tanh*(z/2) 


由 此 公式 并 考虑 到 (11), 有 
oho = (+o2)(L 二 2) 
(二 a5)(1 二 £2) 

于 是 我 们 得 到 了 所 需要 的 关系 式 cosh a coshb = cosh c. 
我 们 注意 到 , 对 于 小 的 > 有 cosh z ~ 1 +z2, 所 以 如 果 罗 巴 切 夫 斯 基 直 角 三 角形 
的 边 全 很 小 , 则 (1 + a2)(1 + 妇 ) < 1+ cz, 以 同样 的 精确 度 由 此 得 到 a? 十 如 = c2. 这 


反映 出 众所周知 的 事实 : 在 小 范围 内 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 与 欧 几 里 得 几何 差别 很 小 . 
我 们 还 要 关注 对 于 圆 盘 模型 中 的 罗 巴 切 夫 斯 基 运 动 , 即 形 如 
Lb:2— er lal <1 (12) 
的 变换 的 分 类 问题 . 我 们 进行 分 类 的 基础 在 于 变换 (12) 的 不 动 点 , 它们 由 方程 L(z) = 
2 确定 , 即 


= cosh a cosh b, 


5z2 十 2; sin 3 .eia/2z — aeio = 0®, (13) 
且 当 a 关 0 时 它们 等 于 


Z1,2 一 


ia/2 


isin 了 + ,jal2 — sin? 3 . (14) 


(13) 的 两 个 根 的 模 的 乘积 等 于 1, 因此 有 三 种 情形 : 

I 一 个 不 动 点 za 在 UV 内 , 而 另 一 个 zz 在 外 , (la| < |sin $1)， 因 为 在 这 里 
argzl 二 arg22, 且 |z1| :|z2| = 1, 故 点 2 与 z2 关于 6U 对 称 ; 设 z=z 且 和 22= 马 . 
在 -平面 中 , 其 中 〈 = 振 委 ,变换 (12) 对 应 于 一 个 具有 不 动 点 0 和 oo 的 变换 , 即 
形 如 《一 有 的 变换 . 但 8U 对 应 于 圆心 在 6= 0 的 圆 , 而 它 应 该 在 运动 下 保持 不 变 ， 
故 大 = ei?, 从 而 我 们 的 这 个 运动 具有 形式 

ht (15) 
山 一 2 2 一双 


中 我 们 使 用 了 etia/2 — e-'ic/2? = 2isin 鲍 . 
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这 就 是 所 谓 的 绕 A- 点 zo 的 罗 巴 切 夫 斯 基 旋 转 ; 它 的 轨 线 是 以 zo 为 A- 圆 心 的 
罗 巴 切 夫 斯 基 圆 . 它们 也 是 在 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 下 以 zo 为 圆心 的 圆 , 还 是 使 zo 和 
姑 为 对 称 点 所 相对 的 欧 几 里 得 圆 (参看 图 20 (a)). 这 里 也 涉及 a=0 从 而 z=0 的 
情形 , 于 是 该 旋转 与 欧 几 里 得 旋转 重合 . 


62 
(©) ) 
C1 
b) (c) 


(a) 


图 20 


II. 两 个 在 绝对 形 (|a| > |sin 外 ) 上 不 同 的 不 动 点 Gua = ei91.2. 在 这 种 情形 的 运 
动 具 有 形式 


山 一 61 ,2—& 
册 一 62 MC 


(16) 


另外 , 保持 绝对 形 8U 的 条 件 化 成 了 条 件 h > 0 (在 平面 6 = 和 外 中 的 伸缩 度 ). 这 
个 运动 保持 了 与 绝对 形 相交 于 不 动 点 4 与 62 的 A- 直 线 , 称 其 为 沿 这 条 人 -直线 的 罗 
巴 切 夫 斯 基 平 移 . 它 的 轨 线 即 所 谓 的 等 距 线 (与 A- 直 线 在 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 下 等 距 
地 沿 该 直线 平移 的 几何 轨迹 ). 不 难看 出 , 等 距 线 是 通过 点 61 和 62 的 欧 几 里 得 圆 弧 ， 
但 并 不 正 交 于 8U, 故而 不 是 A- 直 线 ; 也 称 它们 为 超 圈 (参看 图 20 (b)). 

IIL. 在 绝对 形 (|a| = |sin$|) 上 唯一 的 不 动 点 lo = e”. 转移 到 平面 5 = = 上 ， 
我 们 可 以 验证 , 运动 具有 形式 

1 1 
ET 

其 中 a 为 复数 , 我 们 选取 它 的 幅 角 使 得 此 运动 保持 绝对 形 不 变 ( 沿 穿 过 绝对 形 的 直 
线 的 欧 几 里 得 平移 对 应 于 在 ¢ 平面 中 的 这 个 运动 ). 这 是 所 谓 的 罗 巴 切 夫 斯 基 极 限 平 
移 . 它 的 轨 线 即 极限 圆 , 是 UV 中 在 不 动 点 lo 切 于 绝对 形 的 欧 几 里 得 圆 (参看 图 20 
(0)). 


十 a， (17) 


§4. 初等 函数 村: 


84. 初等 函数 


12. 几 个 初等 函数 
1. 寡 函 数 


Ww = 2", (1) 


其 中 n 为 自然 数 , 这 是 个 在 全 平面 C 上 为 全 纯 的 函数 . 它 的 导数 嵌 = nz"-! 当 
n > 1 时 在 z 关 0 处 处 不 为 0, 从 而 映射 (1) 当 n 关 0 时 在 每 点 ze C\ {0} 为 共 形 
的 . 将 函数 (1) 在 极 坐 标 z = rei?, w = pe» 下 写成 
p=7", Y= ny, (2) 
我 们 便 看 出 , 由 我 们 的 函数 所 定义 的 映射 将 顶点 在 点 xz = 0 的 角 增 大 了 n 倍 , 于 是 
当 n > 1 时 它 在 这 个 点 (是 个 临界 点 ) 不 是 共 形 的 . 
由 (2) 也 可 以 看 出 , 任意 两 个 具 同 一 模 而 幅 角 相差 2r/m 的 整 倍数 的 点 za 和 z2: 
I kT (3) 
(县 只 在 这 样 的 点 ) 在 映射 (1) 下 “ 重 释 ”, 即 变换 为 同一 个 点 w， 因此 , 当 n>1 时 
这 个 映射 在 C 上 不 是 单 叶 的 . 为 了 使 它 在 一 个 区 域 D c C 中 为 单 叶 的 充分 必要 条 
件 是 D 不 包含 两 个 由 关系 (3) 相关 联 的 点 z! 和 zz@. 
使 映射 (1) 为 单 叶 的 区 域 的 一 个 例子 是 扇形 D = {0 < argz < 2r/m}. 这 个 扇 
形 被 同 胚 地 映 到 区 域 D* = {0 < argw < 2r}, 即 映 到 去 掉 正 半 轴 ww 平面. 在 图 21 
上 显示 了 在 此 映射 下 对 应 的 极 坐 标 网 格 . 


图 21 


如 果 我 们 在 z 平面 中 依旧 取 极 坐标 z = rei?, 而 在 w 平面 中 取 笛 卡 儿 坐标 
Ju 一 4 十 各, 则 映射 (1) 可 重 写 为 以 下 两 个 关系 式 的 形式 : 
U=r"cosnp, v=7"sinny. (4) 


@ 使 函数 (1) 当 n > 1 的 单 叶 区 域 不 包含 点 z = 0, 这 是 因为 在 z = 0 的 任意 邻 域 中 存在 以 关系 
式 (3) 关联 的 不 同 点 . 
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在 图 22 中 显示 了 平面 的 笛 卡 儿 坐 标 网 格 在 此 映射 下 的 逆 像 . 它 由 极 坐标 方程 
7 二 Wo/ cosny 定义 的 曲线 (虚线 表示 的 ) 和 7 = Yawoy sinny 定义 的 曲线 ( 实 线 表 
示 ) 构成 . 当 n = 2 时 , 这 是 通常 的 双 曲 线 z? 一 如 = uo (虚线 ) 和 2zy = vo ( 实 线 ). 
由 于 此 映射 的 共 形 性 , 该 网 格 正 交 , 即 虚线 与 实 线 正 交 . 


2. 茹 科 夫 斯 基 (YKykoscrkmit) 函数 . 这 指 的 是 有 理 函 数 


w= (+z) (5) 


它 在 区 域 C\ {0} 全 纯 . 它 的 导数 
dw _l1/ 坊 ) 
dz 2 Z2 
除去 点 z = 土 1 外 它 在 此 区 域 中 的 所 有 点 上 均 不 等 于 0, 由 此 可 知 , 映射 (5) 在 每 个 
z 关 0, 土 1 的 有 限 点 上 均 为 共 形 . 点 z = 0 对 应 于 w = co, 并 按照 在 第 6 小 节 所 采用 
的 在 无 穷 远 点 的 角 的 定义 , 其 在 该 点 的 共 形 性 可 由 导数 
a (#) _?_1=-> 
dz \w (1 + z2)2 
在 z = 0 不 为 0 得 到 . 根据 同一 定义 , 映射 w = f(z) 在 点 z = oo 的 共 形 性 归结 为 
ww 二 f(1) 在 点 z = 0 的 共 形 性 , 而 按照 刚才 证 明 的 , 映射 (5) 在 点 z = oo 为 共 形 . 下 
面 我 们 将 看 到 , 在 临界 点 z = 士 1 映射 (5) 不 是 共 形 的 . 
我 们 来 解释 我 们 的 函数 在 一 个 区 域 D 中 的 单 叶 性 条 件 . 设 2 和 za 变 到 了 同一 


个 点 , 于 是 
1 |! 1 
4 
之 1 Z2 ZZ122 


且 当 zi 关 zz 时 得 到 了 zza = 1. 因此 , 使 茹 科 夫 斯 基 函 数 在 某 个 区 域 中 为 单 叶 的 充 
分 必要 条 件 是 它 不 包含 使 得 
Z122 一 1 (6) 


的 点 偶 2 和 22. 
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单位 圆 盘 外 部 D = {z e C : |z| > 1} 是 个 满足 单 叶 条 件 的 区 域 的 例子 . 为 了 形 
象 地 表现 映射 (5), 我 们 令 z = rei?, w = 4 十 iv 并 将 (5) 写成 形式 


“= 了 (r+t) oosy v=3 ("2)sing. (7) 
由 这 些 关系 可 看 出 , 茹 科 夫 斯 基 哨 数 将 圆 {jz| = ro}，ro > 1 变换 到 半 轴 为 ar。= 
(ro + 去) 和 br = 到 (ro 一 去 ), 焦 点 为 +1 的 椭圆 (因为 对 于 任意 的 ro, a2, 一 如 ,= 
1). 这 些 椭圆 在 图 23 中 以 实 线 夯 出 ; 当 ro 一 1 时 , 我 们 有 b.。 一 0, 从 而 椭圆 收缩 为 
线段 [-1,1] c R; 对 于 大 的 ro, 差 ar。 - br。 = 1/ro 为 小 , 从 而 它们 与 圆 仅 稍 有 不 同 . 
射线 {yp = po, 1 <r < o0} 被 变 为 具有 同一 焦点 土 1 的 双 曲 线 -一 一 :二 一 一 1 
的 一 支 (图 23 中 的 虚线 ); 由 于 共 形 性 , 这 些 双 曲线 的 族 正 交 于 以 上 所 描述 的 椭圆 曲 
线 族 . 


从 上 面 的 讨论 看 出 , 茹 科 夫 斯 基 函 数 定义 了 从 单位 圆 外 (包括 无 穷 远 点 ) 到 实 轴 
上 线段 [-1,1] 以 外 的 一 个 一 一 的 且 共 形 的 映射 
在 点 z = 土 1, 映射 (5) 不 是 共 形 的 . 在 将 茹 科 夫 斯 基 顶 数 表 为 形式 
WwW-1 /z=1N’ 
w+l € + 1) (8) 
后 就 可 以 完全 确信 这 个 断言 (这 个 公式 与 公式 (5) 的 等 同 由 简单 的 计算 可 证 实 ). 因 
此 映射 (5) 可 由 下 面 映射 的 复合 表示 : 
(= 二 ，w=6，u= 这 人 (9) 
(最 后 的 那个 映射 是 映射 上 5} = w 的 逆 ). 映射 (9) 中 的 第 一 个 和 第 三 个 是 分 式 线性 
映射 , 从 而 由 第 8 小 节 所 证 明 的 , 它们 在 CC 上 处 处 共 形 ; 映射 w = 6 在 对 应 于 点 
z 二 土 1 的 点 C=0 和 oo 上 将 角 加倍 . 因此 , 茹 科 夫 斯 基 映 射 在 这 些 点 将 角 加 了 售 . 
利用 分 解 (9), 读者 可 以 清楚 看 到 , 茹 科 夫 斯 基 硝 数 在 图 24 所 显示 的 圆 7 外 和 定 
义 了 一 个 单 叶 的 共 形 映射 ( 它 通 过 点 士 1 并 与 实 轴 形成 夹 角 a), 它 将 其 映 到 圆 弧 ( 端 
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点 在 土 1, 而 在 点 w = 1 与 实 轴 构成 角 2a) 之 外 @. 


图 24 


也 可 以 清楚 看 出 , 在 士 1 其 中 一 个 点 从 外 切 于 7 的 圆 在 这 个 映射 下 被 变 成 了 一 
条 具有 典型 尖 点 的 闭 曲线 , 它 使 人 想起 了 飞机 机 辟 的 剖面 轮廓 (参看 图 24). 这 个 观 
察 让 茹 科 夫 斯 基 (1847- 一 1921) 第 一 个 建立 了 机 辟 的 空气 动力 计算 . 


13. 指数 函数 


我 们 像 在 实 分 析 中 一 样 以 极限 关系 来 定义 函数 ez: 
e = lim (1+z). (1) 
我 们 来 证 明 这 个 极限 对 于 任意 ze C 的 存在 性 ; 为 此 令 z = z+iy 并 注意 到 , 由 
寡 的 提升 规律 有 


2 
Ja+z=)| = 
n nn n2 . 


arg (1 十 2) = narctan I 0 
由 此 看 出 , 存在 
dm (1+a)| = mare (1+7#) = 
这 意味 着 极限 (1) 存在 , 并 且 可 写成 极 坐 标 形式 : 
eTtiy 一 ez(cosy + isiny). (2) 
因此 ， 
lez| = eRez， argez = Im z. (3) 
在 (2) 中 令 z = 0, 便 得 到 了 我 们 曾 反 复 使 用 过 的 欧 拉 公式 
ez = co82 + isiny. (4) 


但 是 迄今 为 止 我 们 一 直 只 将 符号 et 作为 右 端 的 一 个 简略 的 记号 来 使 用 , 然而 现在 
则 可 理解 它 为 数 e 的 虚 寡 . 
@ 对 于 a = r/2 的 情形 前 面 已 经 用 另外 的 方法 分 析 过 . 


@@ 对 于 足够 大 的 n, 点 I+ = 在 右 半 平面 , 从 而 我 们 在 区 间 (-r/2, r/2) 中 选取 arg(1 + 三) 和 反 
正切 函数 的 值 . 
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我 们 列 出 指数 函数 的 基本 性 质 . 
1°%. 胃 数 ez 在 整个 平面 C 全 纯 . 事实 上 , 令 ez = w+ iv, 我 们 由 (2) 发 现 
wu 二 eT cosy, Y 二 e? siny; 函数 和 vv 在 实 分 析 的 意义 下 在 整个 C 中 处 处 可 微 , 并 在 
C 处 处 满足 复 可 微 条 件 
2 一 = €” cosy, 5 = 一 一 一 一 esiny/. 
因此 , 殉 数 (2) 决定 了 实 指数 函数 er 从 轴 RR! 到 整个 C 平面 上 的 延 拓 , 并 且 发 
现 延 拓 了 的 孙 数 原来 是 全 纯 的 . 下 面 (在 第 22 小 节 ) 我 们 将 指出 这 样 的 延 拓 是 唯一 
确定 的 . 
2°. 对 于 函数 ez 仍 成 立 通常 的 微分 公式 . 事实 上 , 当 导 数 存 在 时 , 它 可 以 以 zx 轴 
的 方向 进行 计算 . 所 以 
(ez) = sz(e cosy 十 iezsiny) = ez. (5) 
指数 函数 不 取 零 值 , 这 是 因为 lez| = ez > 0; 因此 (ex*)' 关 0, 从 而 映射 w = ez 在 
C 的 每 点 为 共 形 . 
3°. 对 于 函数 ez 仍 成 立 通常 的 加 法 定理 
ez1 十 2z2 一 ez1 .ez2 (6) 
事实 上 , 令 zx = zk 十 iyk, (k= 1,2) 并 利用 实 的 指数 函数 和 三 角 晒 数 加 法 公式 , 我 们 
得 到 
e™!(cosyi + isiny)e”*(cosy2 + isiny2) = er az{fcos(yl + y2) + isin(y + y2)}. 
因此 , 复数 2 和 zz 的 和 对 应 于 它们 的 像 ex 和 e2 的 乘积 . 换 句 话说 , 指数 天 
数 将 复数 域 的 加 群 变换 到 这 个 域 的 乘 群 之 中 : 在 映射 xm ez 下 ， 
21 十 22 me"! .ez22. (7) 
4°. ez 是 以 27i 为 最 小 周期 的 周期 函数 . 事实 上 , 因为 有 欧 拉 公 式 e2r = cos 2r 十 
isin2r = 1, 故 由 加 法 定理 对 任意 xz EC, 有 


ez+2mi oz. e2ri ez, 
另 一 方面 , 设 ez+7 = ez; 在 两 端 乘 以 e-* 得 到 ez = 1, 由 此 , 令 了 = 了 + 各, 则 有 
eni(cos Tz + isinT2) = 1. 于 是 ef = 1 即 殉 = 0, 以 及 cosT2 = 1, sinT2 = 0, 即 
mu = 2n7, 其 中 的 m 为 整数 . 因此 , T = 2nmi 且 27i 确实 是 基本 周期 . 

由 此 讨论 也 可 看 出 , 为 了 使 映射 w = ez 在 一 个 区 域 D 上 是 单 叶 的 充分 必要 条 
件 是 这 个 区 域 不 包含 任何 一 对 满足 关系 

21 一 22 = 2n7ni (n= 土 1, 圭 2,.…) (8) 

的 点 . 
带 形 {0 < Imz < 2r} 是 满足 这 个 条 件 的 区 域 的 一 个 例子 . 令 z = z+ 记 以 及 
w 二 pe», 我 们 按照 (3) 写 出 映射 w = ez 的 如 下 形式 : 


p=e€, Y=Y. (9) 
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由 此 看 出 , 这 个 映射 将 直线 {y = yo} 映 到 射线 {= yo}, 而 线段 {x = zo,0 <y < 2r} 
则 映 到 去 掉 一 点 的 圆 {p = ero,0 < yw < 2r} (图 25). 带 形 {0 < y < 27} 因而 变换 
到 去 掉 正 半 轴 的 w 平面 . 一 半 宽 罕 的 带 形 {0 < y < 7} 这 时 被 变换 到 上 半 平 面 


Imw > 0. 


Wy 
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14. 三 角 函 数 


由 欧 拉 公式 ， 对 于 所 有 实数 z 我 们 有 eiz = cosz +isinz, e-'3 二 cosx 一 sinz， 

由 此 有 | , | | 
ez 十 Ze 一 民 . eT ei 
coSZ 一 Sin 2 一 - 

这 些 公式 可 用 作 正 弦 晴 数 和 余弦 孙 数 到 复 平面 的 解析 (全 纯 ) 延 拓 : 只 要 定义 , 对 任 


意 的 zeC 令 


eiz 十 eiz . ez a eiz 
COST 二 SInYX 一 - 
2 2; 


即 可 ( 右 端 在 C 中 的 全 纯 性 是 显然 的 ). 

这 些 函 数 的 所 有 性 质 全 由 定义 及 相应 的 指数 函数 性 质 得 出 . 因此 , 两 者 均 是 以 
27 为 基本 周期 的 周期 函数 (指数 函数 具 周 期 2ri, 但 在 公式 (1) 的 z 前 有 等 于 i 的 
因子 ), 又 , 余弦 函数 为 偶 函 数 , 而 正弦 函数 为 奇 函 数 . 这 些 函 数 仍 保持 了 通常 的 微分 
公式 


(1) 


(cos z) = i = — sinz, 
类 似 地 , (sin z)' = cosz. 三 角 函 数 间 的 关系 也 保持 有 效 , 诸如 
sin2 z 十 cos2z 一 1， cosz= sin (z+ 5) - 
还 有 三 角 函 数 的 和 定理 等 等 ; 读者 不 难 从 公式 (1) 得 到 它们 . 
复 变量 的 三 角 函 数 与 双 曲 函数 紧密 相关 , 后 者 对 于 任意 > C 由 通常 的 公式 
定义 : 
z -一 z z _ e 一 z 


coshz = = 渤 sinhz= | (2) 
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这 种 联系 以 下 面 的 关系 表示 : 
cosh = cos1iz, sinh z = —isiniz, (3) 
Cos z = cosh 22, sinz = —isinh iz; 


比较 公式 (1) 与 (2) 可 清楚 看 出 以 上 公式 . 
利用 和 定理 以 及 公式 (3), 我 们 得 到 


cos(Z + iy) = coszcoshy — isinz sinhy, 


|cosz| = Vcos2z 十 sinh2y (4) 


(我 们 利用 了 恒等式 sin? zx = 1 一 cos?y 和 cosh2y 一 sinh*y = 1). 这 个 公式 让 我 们 可 
以 构建 余弦 函数 的 模 (地 貌 ) 曲面 ; 它 显 示 在 图 26 中 . 


由 此 ， 


fpr 
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图 26 


作为 例子 我 们 考虑 函数 w = sin z 在 所 定义 的 半 带 状 D= { 一 r/2 <z< /2，y > 
0} 上 的 映射 . 将 这 个 映射 表示 为 我 们 已 知 的 映射 的 复合 : 


ZD 1 1 
Z1=i2, Zz2=e€”!, 23= 一 ， w= 让 (ma+ 冯 ; 
2 2 Z3 


于 是 看 出 , w = sinz 单 叶 地 ( 且 共 形 地 ) 将 半 带 状 区 域 D 映射 到 上 半 和 平面 上 . 在 图 
27 上 显示 出 在 此 映射 下 的 对 应 曲线 : 射线 {fz = zo0, 0 < y < oc} 对 应 于 在 上 半 和 平面 
中 那个 以 士 1 为 焦点 的 双 曲 线 的 一 部 分 , 而 线段 {-r/2 < z < fr/2, y = yo} 则 对 应 
了 具 同 样 焦 点 的 椭圆 的 一 部 分 . 从 这 个 图 可 清楚 看 到 , 在 半 带 状 的 竖 直 边界 上 正弦 
函数 取 实 数值 , 其 模 大 于 1. 


对 于 复 变 量 的 正切 和 余 切 函数 由 公式 
sinz COSZ 
tanz = ee cot z = 和 (5) 
定义 , 从 而 可 通过 指数 函数 有 理 地 表达 : 
tan 2 一 本 de a (6) 
[nd 十 € 名 已 ez 一 已 2& 艺 


这 些 函 数 在 除去 使 公式 (6) 的 分 母 为 零 的 点 (在 这 些 点 分 子 不 为 零 ) 以 外 在 C 中 处 
处 全 纯 . 我 们 来 找 出 这 些 点 , 譬如 对 cot z. 对 其 有 sinz = 0, 即 eiz = ez; 于 是 由 第 
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13 小 节 的 条 件 (8), 有 2iz = 2inr, 即 z = nn (n= 0, 士 1 ……)@. 

正切 和 余 切 函数 在 复 平 面 中 仍然 是 具有 实 周期 x 的 周期 郴 数 , 对 于 它 保持 了 通 
常 的 微分 公式 和 三 角 函 数 公 式 , 所 有 这 些 论 断 都 容易 由 公式 (6) 得 到 . 

从 公式 (4) 以 及 对 于 正弦 的 类 比 公式 我 们 得 到 


.2 。 12 
|tan z| = Sn Tann y a (7) 
cos2 z+sinh yy 


图 28 显示 了 正弦 的 模 曲 面 . 它 在 点 z = 于 十 mwTr， (n = 0, 土 1,…) 有 一 个 以 急剧 方式 
描绘 出 的 高 峰 , 在 这 些 点 正切 函数 丧失 了 全 纯 性 . 
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图 28 


由 函数 w = tanz 和 w = cotz 定义 的 映射 可 表示 为 已 知 映射 的 复合 . 例如 ， 


四 我 们 现在 已 经 证 明了 , 当 正 弦 解 析 延 拓 到 复 平面 中 时 并 没有 出 现 新 的 变 为 0 的 点 . 


w 二 tanz 可 化 为 这 样 一 些 映 射 : 
.2 一 1 


Zi 二 2iz, 2 =eE’!, 全 = 一 一 一 一 . 


这 个 函数 将 带 状 区 域 -~r/4 < z < xy/4 单 叶 地 且 共 形 地 映 到 单位 圆 的 内 部 . 直线 
{Zz = zo} 这 时 被 映射 到 通过 点 +i 的 圆 弧 , 而 线段 {-r/4 < z < r/4, y = yo} 则 被 
映 成 了 那样 的 圆 弧 , 相对 于 它们 这 些 点 对 称 (图 29). 
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1. 在 平面 向 量 z = (z,y) 的 集合 上 以 通常 的 方式 引进 加 法 及 乘 以 标量 (实数 ) 的 运算 ; 于 是 ， 
将 实数 与 形 如 (z,0) 的 向 量 等 同时 , 每 个 向 量 z = (z,y) 可 以 写成 形式 z = z 十 iy, 其 中 按 定义 
i 二 (0, 1). 但 是 我 们 定义 两 个 向 量 zi = zl 十 iyi 与 z2 = zz 十 iy2 的 积 不 同 于 复数 的 乘积 定义 : 


Z1 * Z2 = TI1T2 + YiY2 十 1Zly2 十 Z2V1) 


( 按 通常 的 代数 规则 将 这 两 个 二 项 式 乘 开 并 作 替 换 记 = 1 即 得 ). 称 这 样 的 系统 为 双 曲 数 系 (H). 
(a) 证 明 (H) 是 具有 等 因子 的 交换 代数 , 并 求 零 因子 的 轨 线 . 
(b) 设 z= zz 一 iy; 于 是 自然 地 称 ||z|| = Vz*z 为 数 z 的 模 . 求 满足 ||zl| = 1 的 点 z 的 轨迹 . 
证 明 在 复数 的 双 曲 乘积 下 的 模 等 于 模 的 乘积 . 又 证 明 , ||z|| = 0 的 充分 必要 条 件 是 z 为 零 因 子 . 
(c) 对 于 z2, ||zz|| 夭 0, 及 任意 的 z1, 我 们 定义 分 式 形 式 


证 明 , (zl * z2) yz2 一 z1. 
(d) 对 于 函数 w = f(z) = 4 十 iv, 我 们 引进 双 曲 导数 


f(z)= lim Aw:Az, 
Hzll0 
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如 果 该 极限 存在 . 证 明 , 对 于 在 某 个 区 域 中 的 C! 函数 类 , 这 种 导数 存在 的 充分 必要 条 件 是 在 该 区 


域 中 成 立 
Ou Ov Ou Ov 


ar 6 Oy Or 

(e) 解释 映射 w = z*z 和 w= 1*z 的 几何 构图 ( 适当 选取 的 坐标 网 格 的 对 应 ). 

(f) 定义 ex = ez(coshy 十 isinhy) 以 及 sin,z = sinz cosy 十 icoszxsiny. 解释 这 些 函 数 与 
通常 的 指数 函数 与 正弦 函数 之 间 的 异同 , 也 找 出 它们 所 定义 的 映射 的 几何 构图 . 

2. 证 明 ， 

(a) 如 果 点 z1，z2,"… ,zn 位 于 通过 z = 0 的 直线 的 一 侧 , 则 六 _; zx 0. 

(b) 如 果 > _ z 一 0, 则 点 {zk} 不 可 能 位 于 一 条 通过 z = 0 的 直线 的 一 侧 . 

3. 证 明 , 对 于 任意 多 项 式 P(z) = IIR_i(z - ak), 导 函 数 P'(z) = 殉 ?_, Tjzs(z -oj) 的 所 
有 根 属 于 原 多 项 式 P 的 根 的 集合 {ak} 的 凸 包 之 中 . 

4. 证 明 , 序列 an = TIx_1(1 十 主 ), n = 1,2,.… 的 极限 点 的 集合 构成 一 个 圆 . 

5. 证 明 , 对 于 任意 条 件 收敛 的 复 级 数 , 存在 一 条 直线 1 C C 使 得 对 于 任意 点 s € 1, 可 以 找到 
这 个 级 数 的 一 个 重 排 , 从 而 使 它 收 敛 于 s (这 是 条 件 收敛 实 级 数 的 黎 曼 定理 的 推广 ). 

6. 设 P(z,2) = >mn cmnz”2" 为 变量 z 和 zz 的 多 项 式 , 且 至 少 有 一 个 系数 cnmn 关 0, m > 1. 
证 明 , 这 时 PP 的 C- 可 微 点 集 在 C 中 无 处 稠密 . 

7. 设 范 数 f= 4 十 记 在 点 zo EC 的 一 个 邻 域内 具有 连续 的 偏 导数 . 证 明 , 在 此 点 它 的 C- 可 
微 性 条 件 可 以 描述 为 下 面 较 (12) 更 广 的 形式 : 对 于 某 一 对 方向 s 和 n, 其 中 n 从 s 由 反 时 针 方 
向 旋转 90” 得 到 , 沿 着 两 个 方向 的 导数 由 以 下 关系 


特别 地 , 在 极 坐标 > 与 86 下 这 个 C- 可 微 条 件 具 形式 
lou Bu 


Br rr80 rp6g Br 

8. 设 点 z 按 规律 z = ret 运动 , 其 中 > 为 常数 , 而 t 为 时 间 . 求 点 ww = f(z) 的 运动 速度 ， 
其 中 f 在 圆 {|z| = r+} 上 为 全 纯 . (答案 : izf'(z).) 

9. 设 f 在 圆 盘 {|z| < r} 全 纯 , 上 且 在 Y = {|z| = r} 有 f'(z) 关 0. 证 明 , 像 f(y) 为 凸 集 的 条 
件 是 Re ( 芒 早 ) + 1 > 0. | 提示: 先 考虑 形 如 襄 (至 十 p 十 argf (re*”)) > 0 的 凸 性 条 件 .] 

10. 求 黎 曼 球面 对 于 两 个 对 径 点 旋转 所 对 应 的 分 式 线性 映射 的 一 般 形 式 . 

(答案 : 许 却 = e” IT 

11. 下 面 哪些 欧 几 里 得 几何 的 论断 对 于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 是 正确 的 ? 

(a) 角 的 平分 线 与 它们 的 两 边 等 距 . 

(b) 任意 三 角形 有 外 接 圆 . 

(c) 任意 三 角形 有 内 切 圆 . 

(d) 三 角形 的 三 条 高 线 交 于 一 点 . 

(e) 三 角形 的 三 个 角 平 分 线 交 于 一 点 . 

12. 在 两 个 具 共 同 端 点 的 超 圆 的 距离 是 否 为 常 值 ? 两 个 密切 的 极限 圆 之 间 的 距离 是 常 值 吗 ? 

13. 设 给 定 了 一 条 人 -直线 lo 以 及 一 条 平行 于 它 的 人 -直线 1, 后 者 通过 与 lo 相距 A- 距 离 p 
的 点 z; 称 ! 与 通过 点 z 的 与 lo 的 垂 线 夹 角 a 为 平行 角 . 证 明 cot a = sinh p. 
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14. 证 明 , 半径 为 + 的 圆 盘 的 圆周 长 及 面积 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 分 别 为 yA = 2rsinhr 与 
SA = 4r sinh2(r/2). 

15. 证 明 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 具 相 等 角 的 三 角形 全 等 , 而 在 平行 线 之 间 的 面积 有 限 . 

16. 证 明 , 变换 内 = si，ad 一 bc = 1 对 应 了 歼 曼 球面 的 运动 ( 即 保持 该 球面 不 动 ) 当 且 仅 
当 c= 一 b, d = a (系数 矩阵 属于 SU (2)). 
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在 这 章 里 我 们 将 考虑 一 些 研 究 全 纯 函 数 的 重要 方法 . 它们 基于 将 这 些 函 数 表 示 
为 特殊 的 积分 ( 柯 西 积分 ) 的 形式 或 者 某 些 级 数 和 (泰勒 和 洛 朗 级 数 ) 之 上 . 我 们 从 
复 变 函数 的 积分 概念 讲 起 . 


§5. 积分 


15. 积分 概念 

定义 . 设 给 定 了 一 条 逐 段 光滑 的 道路 YY : 工 一 C, 其 中 了 = [a, 6] 为 实 轴 上 的 区 
间 , 并 且 在 这 条 道路 的 像 上 给 出 了 一 个 复明 数 f 使 得 明 数 fo7 在 了 上 连续 . 函数 f 
沿 道 路 > 的 积分 是 指 


/ fdz = . | (1) 


其 中 右 端 对 于 实 变 量 上 的 复 值 消 数 fo Y(t) .y(t) = gi(t) + ig2(t) 的 积分 理解 为 
fe g(t)dt +if* ga(t)dt. 

我 们 注意 到 , 在 我 们 所 采用 的 条 件 下 , 阻 数 g! 和 gz 在 I 上 只 有 有 限 个 第 一 类 
间断 点 (参看 第 3 小 节 关 于 逐 段 光滑 道路 的 定义 ), 从 而 积分 (1) 在 黎 曼 的 意义 下 存 
在 . 如 果 令 f= 4 十 iv, dz =TYbd = dz + idy, 则 积分 (1) 可 改写 为 在 坐标 下 的 曲 
线 积 分 形式 : 


| saz= [var -vay +i [var + uy. (2) 
7 7 7 


也 可 以 将 积分 (1) 定义 为 积分 和 的 极限 : 将 7Y(T) 用 点 zo = YY(a), z1 = Y(t1),…， 
zn 二 7(B), a < 要 <…<B 分 割 为 有限 个 区 间 , 任 取 点 Gk = Y(7Tk), Tk € [tk,tk+t1] 并 


8$5. 积 分 . 55: 

令 1 
/ fdz = lim Df(Ck)Azk, (3) 

了 k=0 


其 中 入 2 = Zk+1 一 Zk (k 一 0..…… ,nC— 1 而 6 = max |Azk|. 然而 我 们 将 只 采用 第 一 
个 定义 , 并 且 不 打算 证 明 这 两 个 定义 的 等 价 性 . 

如 果 7 仅仅 是 可 求 长 的 , 则 甚至 对 于 连续 函数 f, 由 于 在 右 端 出 现 了 因子 y(t)， 
仅 用 黎 曼 积分 也 是 不 行 的 . 在 这 种 情形 必须 使 用 勒 贝 格 积分 (自然 这 时 假定 函数 f 
使 得 fo7 在 IT 上 是 个 可 积 蚂 数 ). 


例 . 
1. 设 7 为 圆 y(t) = a++reit, t€ [0,27], 且 f(z) = (z 一 a)", 其 中 n= 0, 土 1,… 
为 任意 整数 . 我 们 有 Y(t) = iret， fo7(t) = rnemt 从 而 由 公式 (1) 
27 
/ce 有 a)"dz = 一 rn+l1; [ ei(n+l)ta. 
应 分 别 考虑 两 种 情形 : 当 n 关 -1, 这 时 由 于 指数 函数 的 周期 性 , 我 们 有 


im 二 1)2mr _ 


fe- 本 一 0， 


/ 痉 -i dt = 27r7， 
z—a 


因此 z - a 的 整数 寡 具 有 “ 正 交 性 ”性 质 : 


/ (z ~ a)"dz = (: Re (4) 
7 27i,， n= 二 一 1. 


我 们 将 要 不 止 一 次 地 用 到 它 . 

2. 设 7 :了 一 C 为 任 一 条 逐 段 光滑 的 道路 , 并 设 n 关 一 1 为 任意 整数 ; 当 n < 0 
时 我 们 还 假定 在 T 上 xy(t) 对 0, 即 道路 7 不 通过 点 z = 0. 由 复合 函数 的 微分 法 则 有 
呈 7n+a(t = (n 十 1)y"(t)Y'(t), 从 而 有 


月 
[za= f v= = (5) 


我 们 看 到 , z*, n 半 -1 的 积分 不 依赖 于 道路 的 形状 而 仅仅 由 它 的 起 点 和 终点 决 
定 . 在 闭 道路 时 ( 当 n < 0 时 它 不 经 过 z = 0), 它 等 于 0. # 


我 们 列 出 复 变 函数 积分 的 基本 性 质 . 
1°. 线性 性 . 如 果 f 和 9g 为 在 逐 段 光滑 道路 7 上 的 连续 函数 , 则 对 任意 复 常数 
a 和 4b 有 


而 当 n= 一 1 


[lef + bp)az =a | fda+o | oaz (6) 
这 直接 由 定义 得 到 . 
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2°. 可 加 性 . 设 给 出 了 两 条 逐 段 光滑 的 道路 和 1 : [ai, Bi] 一 C 和 : [Bi,B2] 一 C， 
其 中 71(B1) = 72(81). 称 7: [al,62] 一 C 为 这 两 条 道路 的 联接 7 二 4U7Yz 是 指 


y(t) = 1 te {a,b), 
?了 2， te [B1, B2]. 
对 于 任意 在 Y = Y1U 7Y。 上 的 连续 阴 数 f, 直接 由 积分 的 定义 得 到 


fa= 人 faz+ | fdz. (7) 
Yi 


TI1UTa2 2 
注 ， 可 以 在 联接 道路 TI1 U7T2 的 定义 中 去 掉 条 件 7Y1(B1) 二 72(B1). 这 时 TI1 U7T2 
尽管 已 不 是 连续 道路 , 但 性 质 (7) 仍旧 成 立 . 


3°. 不 变性 . 

定理 1。 如 果 道 路 7i : [ai,B1] 一 C 经 由 某 个 容许 的 参数 变换 从 逐 段 光滑 道路 
7:[a',B6] 一 C 得 到 , 即 7=7o7, 其 中 7 是 一 个 从 [a,B] 到 [ai,B1] 上 的 一 个 逐 段 
光滑 的 递增 映射 , 则 对 于 任意 在 yl 连续 (从 而 在 7 上 连续 ) 的 函数 f 有 

dz 一 dz. 8 
| i hi (8) 


-yy 


证 明 ， 由 积分 的 定义 ， 
Bi 
[sa= f pont(r Wr, 


而 因为 myo7(t) = y(t) 且 yi[r(t)]dr(t) = Y(t)dt, 故 由 实 分 析 中 关于 积分 的 变量 变换 
定理 , 有 


Bi B 
/ fom(n)-¥(nar= |/ fen) -Yat= {faz. 口 


由 此 定理 可 得 出 重要 的 结论 : 我 们 在 道路 上 引进 的 这 种 积分 对 于 曲线 而 言 是 有 
意义 的 , 这 里 的 曲线 理解 为 道路 的 等 价 类 (参看 第 3 小 节 ). 更 准确 地 说 , 对 于 任何 由 
一 条 光滑 曲线 定义 的 道路 , 则 沿 此 道路 的 连续 函数 的 积分 具有 相同 的 值 . 

对 应 于 在 第 3 小 节 所 讲 的 , 我 们 在 以 后 将 常常 把 曲线 理解 为 复 平面 上 的 一 个 集 
合 , 即 在 这 条 曲线 所 定义 的 任 一 条 道路 下 区 间 [a, 8] 的 像 . 于 是 当 我 们 谈 及 在 这 个 几 . 
何 上 的 积分 时 理解 为 沿 着 它 的 相应 的 曲线 的 积分 . 譬如, 公式 (4) 可 以 改写 为 下 面 
的 样子 : 


dz _ _ 27ri， (z—a)"dz =0 (ne€e2Z\{—1}). 
{Iz—al="} 


{lz-al=r) 2— 0 

注 . 如 果 容 许 单调 的 绝对 连续 的 参数 变换 , 定理 1 对 于 在 可 求 长 道路 上 的 可 积 

函数 仍然 有 效 (事实 上 , 这 是 可 应 用 勒 贝 格 积分 的 变量 变换 定理 ). 因此 沿 可 求 长 曲 
线 的 积分 概念 是 有 意义 的 . 


4°. 可 定向 性 . 以 7- 表示 从 逐 段 光滑 道路 7 : [a, 8] 一 C 经 变量 变换 上 一 a+B 一 t 
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( 即 道路 y-(t) = yY(a 十 8 一, t € [a, 81) 得 到 的 道路 , 并 设 f 为 在 7 上 连续 的 函数 ; 


于 是 
/ fdz=- / fds. (9) 


这 个 论断 与 定理 1 的 证 明 相 同 . 
我 们 说 , 道路 y- 从 7 经 由 改变 定向 得 到 . 
5°. 积分 估 值 . 


定理 2， 对 于 在 逐 段 光滑 道路 y: [au 8] _，C 上 连续 的 任 一 函数 f, 成 立 不 等 式 
] | fdz| < / fllay,, (10) 
其 中 |dy| =|Y(t)ladt 是 7 的 弧 长 微分 , 右 端 则 是 个 通常 实 的 沿 弧 的 曲线 积分 . 
证 明 . 以 J 了 代表 f 沿 7 的 积分 值 , 并 设 J = |Jie*; 我 们 有 
IJ| = / efdz= 人 ef[y(t)]Y (t)at 
臣 们 在 积分 号 内 揪 人 了 常数 因 于 9). 因为 左 端 的 积分 是 个 实数 ,故而 
= /Rele-*s Oat < WoO la = fllayl. 口 


推论 。 如果 在 上 述 定理 的 条 件 中 , 在 整个 了 上 |f(z)| < M, 其 中 M 为 某 个 常 
数 ， 则 


| J" fa < MI (11) 
(|y| 表示 道路 7 的 长 ). 
如 果 对 (10) 的 右 端 进行 估 值 并 注意 到 [- |ay| = |?|, 则 从 (10) 便 得 到 了 不 等 式 
(11). 
习题 。 证 明 , 如 果 函 数 了 在 点 a e C 的 邻 域 中 为 R- 可 微 , 则 存在 
| .DjF 
lim 去 CR f(z)dz = 27isz(%: 
[提示 : 利用 公式 
ja)= f(0) + sto- a0) + +olls al) 
以 及 例 2.] ## 


16. 原 函 数 


定义 1， 在 区 域 D 上 函数 f 的 原 函 数 是 指 在 该 区 域 上 的 一 个 全 纯 函 数 F, 使 
得 在 每 点 ze D 有 
F’(z) = f(z). (1) 
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如 果 FF 是 函数 f 在 区 域 D 上 的 一 个 原 函 数 , 则 任意 函数 F(z)+ C 也 是 f 在 DD 
上 的 原 函 数 , 其 中 C 为 任意 常数 . 反之 , 设 下 和 了 玉 是 任 两 个 f 在 区 域 D 上 的 原 
函数 , 以 及 = 所 一 及 .函数 在 D 中 全 纯 , 故 在 D 中 绍 = 0; 然而 在 D 中 ， 
性 =B'= 一 及 二 0, 因此 在 D 中 仁 = 仁 三 0. 由 实 分 析 的 定理 (分 别 用 到 Reg 
和 Im 甸 ), 我 们 最 后 得 到 B == C, 在 D 中 为 常数 . 这 便 证 明了 
定理 1.。 如 果 玉 为 f 在 区 域 D 上 的 任 一 原 函数 , 则 f 的 所 有 原 别 数 由 公式 
F(z)+C (2) 
给 出 , 其 中 C 为 任意 常数 . 
因此 函数 f 在 区 域 D 中 的 原 函 数 , 如 果 存 在 的 话 , 则 被 精确 到 相差 一 个 常数 项 . 
我 们 转向 原 函 数 的 存在 性 问题 , 我 们 首先 研究 在 一 个 点 的 邻 域 中 局 部 的 原 函 数 
存在 性 问题 . 我 们 从 柯 西 定理 的 一 个 最 简单 的 形式 着 手 , 而 柯 西 定理 则 是 整个 全 纯 函 
数 的 积分 理论 的 基础 : 
定理 2 ( 柯 西 )， 如 果 函 数 f € O(D), 即 在 区 域 DD 中 全 纯 , 则 f 沿 任 意 三 角形 
人 ED 的 定向 边界 中 的 积分 等 于 0: 
站 fdz =0. (3) 


证 明 . 假若 定理 不 成 立 @ 则 存在 三 角形 A Ee D 使 得 
/ fdz|=M > 0. (4) 
A 


将 A 用 中 线 剖 分 为 四 个 三 角形 , 并 假定 A 和 这 些 三 角形 均 按 逆 时 针 定 向 (图 
30). 显然 , f 沿 5A 的 积分 等 于 沿 这 些小 的 三 角形 边界 的 积分 和 , 这 是 因为 沿 中 间 的 
线 (图 30 中 的 箭头 ) 的 积分 进行 了 两 次 但 方向 相反 因而 抵消 , 而 剩 下 来 的 边界 部 分 
组 成 了 A. 因此 至 少 存在 一 个 小 三 角形 , 我 们 记 其 为 Al (图 30 的 上 面 那个 ), 使 得 


| ddz 
aA! 


M 
之 一 . 
4 


图 30 


@ 我 们 假定 其 边界 9A (我 们 将 它 看 作为 逐 段 光滑 的 曲线 ) 是 这 样 定向 的 : 当 绕 它 时 三 角形 总 在 
同一 侧 . 
四 这 个 证 明 属 于 E. Coursat (1900 年 发 表 ). 
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我 们 将 三 角形 Al 重新 以 中 线 剖 分 为 四 个 三 角形 , 按 同样 的 论断 在 其 中 又 找到 
至 少 一 个 三 角形 , 记 为 A, 使 得 
Wa > 六 
继续 我 们 的 讨论 , 便 构造 了 一 个 套 _ 个 的 三 角形 , 使 得 沿 第 n 个 三 角形 的 积分 
成 立 不 等 式 
/ fdz| > (5) 
DAn 


三 角形 A (我 们 假定 它们 是 闭 的 ) 具有 一 个 公共 点 zo, 它 属 于 A, 从 而 属于 呈 . 
因为 函数 f 在 点 zo 全 纯 , 故 对 于 任意 的 es > 0 可 以 找到 6 > 0, 使 得 在 展开 式 
f(z)— f(z0) = f'(z0)(z 一 20) 十 a(z)(z 一 20) (6) 
中 , 对 于 邻 域 UV = {|z - zol < 6} 中 所 有 的 点 z 有 |a(z)| < <. 
在 U 中 至 少 可 以 找到 这 个 所 构造 的 序列 中 的 一 个 三 角形 , 设 其 为 A,. 根据 (6) 


有 
J fdz = 悦 f(z0)++ hb f'(z0){(z 一 20)dz 十 1 a(z)(z 一 20)dz， 


然而 右 端的 前 两 项 积分 为 零 , 这 是 因为 常数 因子 j(zo) 和 f'(z0) 可 以 提出 到 积分 
号 外 , 而 1 和 z-zo 沿 闭 道路 9A。 的 积分 等 于 0 (参看 前 一 小 节 的 例 2)， 因 此 ， 
Jea. fdz = Joa. a(z)(z 一 zo)dz, 其 中 对 于 所 有 的 ze DA 有 |a(z)| < e. 除 此 而 外 ， 
对 于 所 有 z e 6A，, |z 一 zo| 的 大 小 不 会 超过 三 角形 A。 的 周 长 |8An|, 因此 由 关于 积 
分 的 估 值 定理 得 到 
I/ fdz| = / a(z)(z — zo)dz| < elOAn|?. 
0A, OAn, 
但 根据 我 们 的 构造 , |8A.| = |8A1/2", 其 中 |6A| 是 三 角形 A 的 周 长 , 因此 
/ fa < elOA|?/4". 
DA 

考虑 到 (5), 我 们 得 到 M < c|8Aj?， 因为 数 s 的 任意 性 由 此 得 出 结论 : M = 0, 这 与 
我 们 的 假定 (4) 相反 . 口 

我 们 将 在 下 一 小 节 考 虑 柯 西 定 理 的 一 般 形 式 , 现在 我 们 将 从 刚 证 明 的 定理 2 推 
导出 原 函 数 的 局 部 存在 定理 . 

定理 3， 如 果 函 数 f e O(D), 则 在 任意 圆 盘 U = {|z 一 a| <7} CD 中 它 具 有 
原 函 数 


F(z)= di, ry 
(z) 情 f(¢) (7) 
其 中 的 积分 取 在 直线 段 [a,z] CU 上 . 


证 明 . 固定 任 一 个 点 ze U 并 假定 |Az| 如 此 小 以 致 z+ Az e U (图 31). 于 是 
以 a, z, z 十 Az 为 顶点 的 三 角形 紧 闭 地 属于 D, 从 而 由 定理 2 有 
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/w+ 上 fda+/ fd=0 

[a,z] [z,z 十 Az] [z 十 Az,a] 

这 里 的 第 一 项 等 于 F(z), 第 三 项 是 带 负 号 的 了 在 [a,z+Az] 上 的 积分 , 即 -F(z+Az)， 
因此 


F(z 十 Az) ~ F(z) = J f(Odc. (8) 


[z,z 十 Az] 
另 一 方面 ， 
/= 7 


(我 们 可 从 积分 号 里 拿 出 常数 因子 f(z))， 和 (8), 则 可 以 写 出 

F(z+ Az)— F(z) 

t= ,0 1a. (9) 
现在 我 们 利用 函数 f 的 连续 性 : 对 于 任意 的 e>0 可 以 找到 6 > 0, 使 得 当 |Az| < 6 
时 对 于 所 有 的 C e [z,z 十 Az] 成 立 不 等 式 |f(C) - f(z)| < e， 由 此 从 (9) 得 到 , 当 
IAz| < 6, 则 

F(z+ Az)— F(z) 

这 意味 着 , 成 立 F'(z)= f(z). 口 


注 ， 在 定理 3 的 证 明 中 , 我 们 只 利用 了 函数 f 的 两 个 性 质 : 它 在 区 域 D 的 连 
续 性 , 还 有 f 沿 任意 三 角形 A e D 的 定向 边界 的 积分 等 于 0. 因此 可 以 断言 , 由 公 
式 (7) 定义 的 函数 F 是 任意 具有 这 两 个 性 质 的 函数 f 的 局 部 原 孙 数 . 


在 整个 区 域 起 作用 的 整体 原 函 数 的 存在 性 问题 有 点 复杂 . 我 们 将 在 下 一 小 节 处 
理 它们 , 而 现在 我 们 只 指出 , 如 何 由 局 部 原 函 数 沿 所 给 定 的 道路 进行 原 函 数 的 粘贴 . 


定义 2. 设 在 区 域 D 中 给 出 了 函数 f 以 及 Y :T= [a, 8B] 一 DD 为 任 一 (连续) 
道路 . 称 函 数理 :T 一 C 为 函数 『 沿 道 路 ?+ 的 原 函数 是 说 , 如 果 它 : (1) 在 1 上 连续 ， 
以 及 (2) 对 任意 点 如 ET 存在 点 zo = ?+(t 如 ) 的 邻 域 Vc D, 而 f 在 其 中 具有 原 函 数 

Fu, 使 得 
Fu olt) = ®(t) (10) 
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对 于 某 个 邻 域 u。cC I 中 所 有 的 t 成 立 . 


我 们 注意 到 , 如 果 f 在 整个 区 域 D 有 原 函 数 FF, 则 函数 Fo y(t) 可 以 充 作 沿 道 
路 7 的 原 函 数 . 但 是 , 在 这 个 定义 中 并 没有 要 求 在 整个 D 上 原 函 数 的 存在 性 , 事实 
上 , 只 要 它 局 部 地 在 每 点 zo € 7 的 一 个 邻 域 里 存在 就 够 了 . 进一步 说 , 如 果 当 t 关 t" 
而 7) = Y(t) = zz, 则 的 两 个 原 晴 数 , 其 中 一 个 对 应 于 邻 域 uw, 而 另 一 个 对 应 于 
邻 域 uw, 不 一 定 会 重合 : 它们 可 能 会 相差 一 个 常数 项 (请 注意 , 它们 都 运行 在 同一 个 
点 2 的 邻 域 中 , 从 而 由 定理 1 知 他 们 的 差 是 个 常数 ). 因此 , 沿 道路 的 原 函 数 是 个 参 
数 上 的 函数 , 而 不 必 是 点 z 的 函数 . 


定理 4， 对 于 任意 函数 f e O(D) 和 任意 的 (连续 ) 道路 :I 一 D, 存在 ff 洛 … 
7 的 原 函 数 , 并 且 精 确 到 只 差 一 个 常数 项 . 


证 明 . 将 区 间 了 工 = [a,6] 剂 分 为 n 个 区 间 I = [tx, 碎 ], 使 得 两 个 相 邻 的 区 间 相 
交 (大 < tri< 攻 二 =oa 刀 = 有 ;图 32). 利用 函数 y(t) 的 一 致 连续 性 , 我 们 可 以 
选取 I 如 此 之 小 , 使 得 对 于 任意 的 上 = 1,:… ,m, 像 y(I) 被 包含 在 圆 盘 Uc D 中 ， 
而 f 在 其 上 有 原 哺 数 (根据 定理 2). 


图 32 


在 UV 上 运行 的 原 函 数 集合 之 中 (它们 两 两 之 间 差 一 个 常数 项 ), 我 们 选取 任意 
一 个 , 并 记 其 为 五 . 考虑 在 U2。 上 运行 的 任意 原 函 数 ; 在 交集 Un Us 它 与 五 只 差 
一 个 常数 项 (因为 是 同一 个 函数 的 原 函 数 )， 因 此 在 VU。 上 运行 的 原 函 数 中 存在 一 个 
与 及 在 交集 Ui nN Us 重合 , 我 们 记 其 为 让. 

继续 这 个 讨论 , 我 们 在 每 个 [上 选 一 个 原 函 数 下 , 使 得 在 交集 Ui_1 nn Uk (k = 
1…… ,nm) 上 及 三 下 -1. 函数 

Bt) = Fo7y(t), teEele (k=1,...,n), 
便 是 卫 数 f 沿 道路 > 的 原 函 数 . 事实 上 , 它 显然 在 区 间 I 上 连续 , 并 对 于 每 个 点 
to ET 存在 邻 域 , 使 在 其 中 $8(t) = Fv o x(t), 这 里 的 Fv 是 f 在 y(to) 的 邻 域 中 运行 
的 原 函 数 . 
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还 要 证 明定 理 的 第 二 部 分 . 设 ， 和 Bs 为 f 沿 道路 y 的 两 个 原 函 数 . 在 每 个 
点 to ET 的 邻 域 wu。 中 , 我 们 有 B1 = (Do y(t) 和 更 2 = FQ) oy(t), 其 中 FD 和 
FF(2) 为 丰 的 两 个 原 函 数 , 运行 在 点 y(to) 的 某 个 邻 域 中 . 它们 仅 可 能 相差 一 个 常数 
项 , 所 以 p(t) = 1(t) 一 2(t) 在 ws。 为 常 值 . 但 是 在 连通 集合 上 为 局 部 常 值 的 函数 
则 在 整个 集合 上 为 常 值 @. 因此 对 于 所 有 的 te 了 ®B1(t) 一 Bz(t) = 常数 . 口 


如 果 已 知 函 数 了 沿 道路 7 的 原 函 数 , 则 f 沿 > 的 积分 可 按 通 常 的 牛顿 - 莱 布 尼 
茨 公式 计算 : 
定理 5， 如果 : [a,B] 一 C 为 逐 段 光滑 的 道路 , 且 函 数 了 在 7 上 连续 并 有 洛 
7 的 原 函 数 更 ( 切 ， 则 
/ fdz = ®(8) — $(a). (11) 


证 明 . 先 设 道路 7 光滑 且 整 条 都 位 于 实 函 数 f 有 原 函 数 下 的 区 域 中 . 于 是 作 
为 了 沿 7 原 函数 的 函数 Fo7 与 更 相差 一 个 常数 项 , 即 B(t) = Foy(t)++C. 因为 道路 
7 光滑 , 而 F'(z) = f(z), 故 对 所 有 的 te [a, 8] 存在 连续 的 导数 ®'(t) = fo7y(t).Y(t). 
但 由 积分 的 定义 ， 


8B 局 
/ fdz = / joy -Y(t)dt = 小 ®'(t)dt = ®(8) — B(a). 


定理 的 特殊 情形 得 证 . 

在 一 般 情形 , 我 们 可 以 将 > 齐 分 为 上 有限 条 道路 3 : [oy,avri] 一 C (ao = a < 
Ql <… < Qan = 6B), 使 得 它们 中 每 一 个 为 光滑 日 位 于 使 f 具有 原水 数 的 区 域 中 . 由 
刚刚 所 证 的 , 有 
| fa = Bon) -lou), 


人 


将 这 些 等 式 加 起 来 便 得 到 了 (11). 口 


注 1。 如 果 替 代 歼 曼 积分 而 去 考虑 勒 贝 格 积分 , 则 定理 5 完全 同样 的 对 于 可 求 
长 的 道路 成 立 , 然而 我 们 还 可 以 走 得 更 远 . 设 函 数 f 在 区 域 D 中 全 纯 , 于 是 由 定理 
4 存在 它 沿 任意 连续 道路 7 : I 一 D 的 原 函 数 . 考虑 到 定理 5, 我 们 定义 f 洛 任意 连 
续 道路 y C D 的 积分 为 在 参数 变化 的 区 间 [a, 68] 上 沿 这 条 道路 原 函 数 的 增 量 . 


显然 , (11) 的 右 端 在 容许 的 参量 变换 下 不 变 . 因此 可 以 考虑 全 纯 孙 数 沿 任意 ( 连 
续 ) 曲线 上 的 积分 . 

注 2. 定理 5 让 我 们 可 以 验证 在 本 小 节 一 开始 所 作 的 一 个 断言 的 正确 性 , 即 在 
多 连通 区 域 并 不 是 每 个 全 纯 函 数 都 具有 原 函 数 . 考虑 区 域 D = {0 < |z| < 2} 以 及 在 


四 事实 上 , 设 已 = {t ET: w(t) = y(to)}. 因为 包含 有 to, 故 它 非 空 . 又 因为 w 局 部 常 值 同 时 万 
中 每 个 点 t 位 于 某 个 邻 域 w 之 中 , 故 它 为 开 . 然而 它 也 是 闭 的 , 这 是 因为 它 连续 (由 于 它 局 部 常 
值 ), 从 而 由 条 件 p(tn) = p(to) 及 tn 一 tr 推出 p(t') = p(to). 按照 第 4 小节 的 定理 2 有 已 三 工 
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其 上 全 纯 的 函数 f(z) = :; 这 个 函数 在 D 中 不 可 能 有 原 函 数 . 事实 上 , 如 果 函 数 f 
在 D 中 存在 原 晒 数 F, 则 对 于 任意 D 中 的 道路 7 : [a, 6] 一 D, 沿 此 道路 的 原 函 数 
应 是 函数 斑 o7y 介 , 并 且 由 定理 5, 应 有 


/ fdz = F(b) ~ F(a), 


其 中 a = YY(a) 和 b= ”x(B) 为 ?7 的 端点 . 特别 地 , 任意 闭 道路 yc D 有 b=a, 从 而 
f 沿 此 闭 道路 的 积分 等 于 0. 然而 我 们 知道 (参看 第 15 小 节 的 例 1), f 沿 单位 圆 的 
积分 为 


我 们 将 这 一 节 的 结果 用 微分 形式 的 术语 进行 阐述 . 称 微分 形式 w = Pdz + Qdy 
为 闭 的 , 其 中 已 Q 为 区 域 D 中 的 Cl 类 函数 , 是 说 如 果 它 的 微分 在 D 处 处 有 
dw = (器 - 骂 )d 避 Ad = 0, 称 为 恰当 的 , 是 说 如 果 在 D 上 存在 一 个 函数 v 使 得 
w=du ( 即 娱 = PP 问 = Q@). 可 以 用 以 z 和 y 线性 表达 的 z 和 =( 具 有 虚 的 系数 ) 
去 替代 上 面 所 用 到 的 > 和 y 进行 操作 . 于 是 这 个 形式 可 重 写 为 w = fdz + gdz, 而 它 
的 微分 则 为 dw = (器 一 味 ) dz 和 dz. 

特别 地 , 对 于 我 们 在 这 里 所 考虑 的 形 如 w = fdz 的 形式 有 dw = 一 就 dz 人 dz, 故 
它们 为 闭 形式 当 且 仅 当 函数 f 为 全 纯 . w = fdz 为 恰当 形式 当 且 仅 当 存 在 函数 下 使 
得 在 整个 区 域 有 


即 伏 =0, 而 第 = F'= f. 因此 定理 3 可 以 叙述 为 : 任意 在 区 域 D 中 为 闭 的 形 
式 w 二 fdz 是 个 局 部 恰当 的 形式 . 从 以 上 的 例子 w = dz/z 表明 , 不 是 在 任何 区 域 上 
闭 的 形式 都 是 整体 恰当 的 : 在 下 一 小 节 要 指出 , 在 单 连通 区 域 上 , 闭 形式 总 是 整体 恰 
当 的 . 


17. 柯 西 定 理 


我 们 在 这 里 要 证 明 一 般 形式 的 柯 西 定理 , 这 是 全 纯 函 数 积分 理论 的 基本 定理 (上 
一 小 节 中 已 证 明了 它 的 最 简单 的 形式 ). 这 个 定理 断言 , 对 于 在 区 域 中 全 纯 的 函数 , 如 
果 积 分 道路 在 该 区 域内 连续 地 形变 , 使 得 它 的 端点 保持 不 动 或 者 保持 为 闭 道路 ， 则 
此 函数 沿 这 些 道路 的 积分 不 变 . 在 转向 精确 的 叙述 时 , 我 们 首先 应 该 定义 道路 的 连 
续 形变 是 什么 . 

为 简便 起 见 , 我 们 假定 这 里 所 考虑 的 全 部 道路 的 参数 t 都 在 同一 个 区 间 了 = [0, 1 
中 变动 . 这 个 假定 并 未 影响 到 一 般 性 , 这 是 因为 总 可 以 借助 于 容许 的 参数 变换 将 它 
变换 成 它 的 等 价 的 道路 , 并 保持 沿 道路 的 积分 值 不 变 . 


定义 1， 称 两 条 具 公 共 端 点 的 道路 yo : T 一 D, i :TT 一 D, 7o(0) = 71(0) = 
a ?mo(1l) = 4(1) = 5， 在 区 域 D 中 同 伦 是 说 , 如 果 在 在 连续 映射 y(s,t) :TxI 一 DD 


“64. 第 二 章 ”全 纯 函 数 的 性 质 


(I x 了 表示 区 间 的 乘积 , 即 正 方形 0 < s < 1, 0 < t < 1) 使 得 
7Y(0,t) 三 Y(t), 7(L,t)=mn(t) (te7), 01) 
7Y{s,0) =a, ?7(s,1) 三 b (s E 了 ). 
当 固 定 一 个 s= so E 了 时 , 函数 y(so0,t) :I 一 D 定义 了 D 中 的 一 条 道路 , 而 且 
这 样 一 条 道路 当 so 变化 时 在 连续 地 变化 , 它们 的 族 在 D 中 将 道路 wo 与 my“ 连 接 
起 来 ”( 图 33). 因此 , 两 条 道路 在 区 域 D 中 的 同 伦 性 意味 着 它们 在 D 内 部 可 以 相互 


二 


-一 一 


图 33 


类 似 地 , 两 条 闭 道路 yo :I 一 D 与 4 :I 一 DD 在 区 域 D 中 同 伦 是 说 , 如 果 存 在 
这 样 的 连续 映射 y(s,t) : I x I 一 D, 使 得 
7Y(0,t)==Y(t), YL,t)=am(t) (ten), 
~(s,0) = 7Y(s, 1) (s € 1). 
在 图 34 中 , 道路 7 与 x1 同 伦 , 而 7 不 与 它们 同 伦 . 


(2) 


图 34 


通常 以 符号 ~ 表示 同 伦 性 ， 当 道路 yo 同 伦 于 道路 y， 时 , 我 们 则 将 它们 写成 
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~ YL. 

显然 , 同 伦 性 满足 通常 的 等 价 性 公理 ( 自 反 性 , 对 称 性 , 以 及 传递 性 )， 因此 在 给 
定 的 区 域内 , 所 有 具 公 共 端 点 的 道路 , 或 者 所 有 闭 道 路 , 都 可 以 被 分 类 , 其 中 的 每 个 
类 包含 了 所 有 相互 同 伦 的 道路 ; 称 这 样 的 类 为 同 伦 类 . 

在 闭 道路 类 中 挑 出 同 伦 于 0 的 一 类 . 说 闭 道路 7 在 区 域 D 中 同 伦 于 零 是 指 , 如 
果 存 在 连续 映射 y(s,t) : Tx 了 一 D, 它 满足 条 件 (2) 并 使 得 y(t) =c ( 常 值 , 这 表明 
7 在 DD 中 连续 形变 地 收缩 为 一 个 点 ). 

在 单 连 通 区 域 D 中 , 任意 闭 道路 均 同 伦 于 零 , 这 意味 着 任意 两 条 具 共 同 端点 的 
道路 相互 同 伦 (这 个 性 质 可 以 作为 单 连通 的 定义 ). 所 以 在 单 连通 区 域 上 同 伦 类 的 分 
类 是 平凡 的 . 


习题 。 证 明 以 下 两 个 断言 是 等 价 的 : (a) 在 区 域 D 中 任意 闭 道路 同 伦 于 零 , 以 
及 (b) 在 区 域 D 中 任意 两 条 具 共 同 端点 的 道路 同 伦 . # 


因为 两 条 道路 之 间 的 同 伦 性 在 容许 的 参数 变换 下 显然 不 变 , 故而 这 个 概念 可 以 
推广 到 曲线 上 . 就 是 说 , 称 两 条 曲线 ( 具 共 同 端点 或 为 闭 ) 在 区 域 D 中 同 伦 是 说 , 分 
别 代表 这 两 条 曲线 的 道路 nm 和 ?2 在 D 中 同 伦 . 

在 本 章 开 头 我 们 引进 了 沿 道路 积分 的 概念 ， 而 后 则 看 到 了 ,实际 上 积分 不 仅 是 
定义 在 道路 上 而 是 在 曲线 , 即 道路 的 等 价 类 上 . 一 般 形 式 的 柯 西 定理 则 断言 , 在 全 纯 
函数 的 情形 可 以 走 得 更 远 : 在 这 里 积分 不 只 是 定义 在 曲线 上 而 是 在 这 条 曲线 所 属于 
的 同 伦 类 上 . 换 句 话说 , 成 立 


定理 ( 柯 西 ).， 如 果 函 数 fe O(D), 而 YI 和 Yo 为 两 条 在 D 中 相互 同 伦 的 道路 ， 
它们 或 者 具有 共同 的 端点 或 者 都 为 闭 道 路 ， 则 


/ fdz = 六 fds (3) 


证 明 . 设 y:IxI 一 DD 为 定义 道路 y 与 六 之 间 同 伦 的 函数 (参看 定义 1). 构 
造 一 组 覆盖 正方 形 K=1x] 的 正方 形 Kmn (m,n = 1,.…: a 使 其 中 每 一 个 Kmn 
均 与 每 一 个 相 邻 的 正方 形 相交 (图 35). 


乡 
委 
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由 于 函数 ?7 的 一 致 连续 性 , 正方 形 Kmn 可 以 选取 得 如 此 之 小 , 以 致 于 像 y( Kmn) 
包含 在 圆 盘 Umn C D 之 中 , 并 使 得 函数 f 在 其 中 具有 原 函 数 Fn (我 们 用 到 了 每 个 
全 纯 晒 数 局 部 地 具有 原 上 函数 的 性 质 ). 固定 指标 m 并 像 前 一 小 节 定 理 4 的 证 明 那 样 
进行 : 我 们 选取 任意 一 个 在 Vi 上 运行 的 原 函 数 Fn1, 而 在 Un 上 选取 运行 的 原 函 
数 使 得 在 交集 nainVna 上 Fmi = Fm2 (我 们 用 到 了 7 的 两 个 原 了 图 数 在 此 相交 处 仅 
差 一 个 常数 项 的 性 质 ). 按照 完全 相同 的 方式 进行 , 我 们 选取 了 原 函 数 Fina,… ,FnN 
(使 得 在 TrimDnn 上 Fmnti = Fmn)， 并 构造 隐 数 

Bm(s,t) = Fmn oS,t), (st)E Kmn (n=1,.…,N). (4) 

显然 , 函数 Bn 在 矩形 天。 = UU ，Kmn 上 连续 , 并 确定 到 相差 一 个 常数 项 . 我 
们 挑 出 任意 一 个 @1, 而 选取 更 > 使 得 在 交集 Ki NK。 上 Bi = B29. 按 完全 相同 的 
方式 进行 , 我 们 便 选 得 了 函数 Bs,… ,Bn (使 得 在 天 mmn Km+1 上 Bm = m+1), 并 
构造 了 肾 数 

(3,t) = Bn(s3,t), (st EKm (m=1,.……,N). (5) 

当 s e 了 固定 时 , 函数 B(s,t) 显然 是 f 沿 道路 y。 = YY(s,t) : I 一 DD 的 原 函 数 ， 

所 以 有 牛顿 - 莱 布 尼 效 公式 有 
J) dz = B(s,1) — B(s, 0). (6) 


我 们 进一步 来 考察 两 个 不 同 的 情形 : 

(a) 道路 x 具有 共同 端点 . 这 时 根据 同 伦 的 定义 , 对 于 任意 s e 我 们 有 
7(s,0) = a，7(s,1) = b. 于 是 , 函数 BB(s,0) 与 ®(s,1) 在 了 的 每 个 点 为 局 部 常数 ， 
这 表明 在 整个 区 间 上 为 常数 . 因此 , &(0,0) = ®(1,0), (0,1) = 更 (1,1), 从 而 由 公式 
(6) 得 到 (3). 

(b) 1 与 为 闭 道 路 . 因为 这 时 对 于 任意 的 s e I 有 7Y(s,0) = 7(s,1), 故 
6(s,1) 一 更 (s,0) 在 了 中 每 个 点 为 局 部 常数 , 从 而 在 整个 区 间 上 为 常数 . 因此 从 (6) 又 
得 到 (3). 口 


习题 ， 证明, 如 果 函 数 f 在 圆 环 V = {+r < |z 一 al < R} 上 全 纯 , 则 它 的 积分 
帮 ,sf(z)dz 对 于 任意 p,r < p < RR 具有 同一 个 值 .# 
18. 几 个 特殊 情形 


我 们 将 在 这 里 考虑 几 个 柯 西 定理 的 特殊 情形 , 它们 特别 重要 因而 值得 进行 个 别 
地 叙述 ， 
定理 1. 如 果 函 数 f e O(D), 则 在 此 区 域 它 沿 任意 同 伦 于 零 的 闭 道 路 1 :一 
DD 的 积分 等 于 零 : 
如 果 y 改 0, 则 | faz=°0 (1) 


@ 这 是 可 以 做 到 的 , 因为 函数 @2 - 1 为 局 部 常数 , 而 这 表明 在 连通 集 Ki n Ka 上 为 常数 . 
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证 明 . 因为 7 ~ 0, 故此 道路 可 在 D 中 形变 为 一 个 点 a € D, 这 意味 着 形变 为 
任意 小 半径 s 的 圆 7e = {lz 一 a| = s. 根据 一 般 的 柯 西 定理 


/= fdz, 


而 因为 函数 f 在 点 a 的 圆 上 有 界 ( 设 |f| < M), 故 上 式 右 端的 积分 当 e 一 0 时 趋向 
于 0 ( 它 以 值 M . 2re 为 界 ). 因为 左 端 不 依赖 于 s 故 它 为 0. 口 


因为 在 单 连通 区 域 中 每 条 闭 道路 同 伦 于 零 , 故而 对 于 这 样 的 区 域 柯 西 定理 叙述 
起 来 特别 简单 , 下 面 是 它 的 经 典 陈述 : 


定理 2. 如 果 函 数 f 在 单 连 通 区 域 D CC 中 全 纯 , 则 它 沿 任 意 闭 道路 YY:I 一 DD 
的 积分 等 于 零 . 


由 于 这 个 定理 的 重要 性 , 我 们 将 在 两 个 附加 假定 条 件 下 再 给 出 它 的 一 个 初等 证 
明 . 这 两 个 假定 是 : (1) 导数 f' 在 D 中 连续 @ 以 及 (2) 7 为 逐 段 光滑 的 若 尔 当 道路 . 

由 第 二 个 假定 得 出 , 由 于 D 的 单 连通 性 , 7 是 属于 区 域 D 的 一 个 有 界 区 域 G 的 
边界 . 第 一 个 假定 让 我 们 可 以 应 用 分 析 中 有 名 的 黎 曼 -格林 公式 


| Pdz + Qdy = // (有 一 动 dzrdy， (2) 


这 时 它 成 立 要 求 在 G 上 函数 P 和 Q 的 偏 导数 的 连续 性 (这 里 以 8G 表示 区 域 G 的 
边界 , 以 反 时 针 方 向 通过 ). 将 此 公式 应 用 于 此 积分 的 实 部 和 虚 部 


/ faz= | udz -vay+i / vdz + udy, 
aG 5G 5G 

Ov Ou | Ou Ov 
人 人 -+ 二 -员外 eu 


利用 形式 导数 的 符号 厄 (参看 第 6 小 节 ), 我 们 可 以 改写 最 后 面 的 这 个 关系 式 为 
上 fdz = ai /[ drdy (3) 


可 以 将 它 看 作 是 黎 曼 -格林 公式 的 复写 法 . 

因为 有 全 纯 性 汞 = 0, 故而 柯 西 定理 (在 做 了 附加 假定 下 ) 直接 由 这 个 公式 
得 到 . 

我 们 注意 到 , 应 Re (3): 


. fiz= /| d(fdz) = //5 LdzAdz, (4) 


然而 像 我 们 上 面 所 做 的 那样 , 有 dz 人 dz = 2idz 人 dy. 
由 柯 西 定理 可 直接 推出 对 于 单 连通 区 域 存在 原 函 数 的 整 关 定理 : 


我 们 得 到 


@ 我 们 很 快 就 会 看 到 , 对 于 全 纯 函 数 这 个 假定 自动 满足 . 
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定理 3。 在 单 连通 区 域 D 中 任意 的 全 纯 函 数 具 有 在 此 区 域 的 原 函 数 . 


证 明 . 我们 将 指出 , 在 D 中 f 沿 非 闭 的 道路 的 积分 不 依赖 于 这 条 道路 的 选取 
而 是 完全 由 它 的 起 点 和 终点 决定 . 事实 上 , 设 y， 和 ?2 为 两 条 连结 D 中 的 点 a 和。 
的 道路 (图 36). 不 失 一 般 性 , 可 以 假定 m 的 参数 在 区 间 [a, 81] 上 变化 , 而 yo 在 区 
闻 [81,8] (a < Bl < 8) 上 变化 . 以 7 表示 道路 mm 与 ?> 的 连接 ; 这 是 一 条 位 于 D 
中 的 闭 道 路 . 根据 积分 的 性 质 有 
a Lh /= | fd» 


然而 根据 定理 2, f 沿 任意 闭 道路 Yc D 的 积分 等 于 0, 于 是 得 到 了 我 们 的 断言 @. 


图 36 


现在 固定 一 个 点 ae D 并 假定 a 为 D 中 的 一 条 道路 的 起 点 , 而 它 的 终点 z 设 
为 任意 . f 沿 此 道路 (我 们 记 其 为 艳 ) 的 积分 是 点 z 的 函数 : 


F(z) = f(Ode. (5) 


完全 重复 在 第 16 小 节 中 对 定理 3 所 进行 的 证 明 , 我 们 可 验证 FF 在 D 中 全 纯 ， 
并 且 在 每 个 点 zeED 有 F'(z) = jz, 即 焉 是 三 在 万 中 的 原 函 数 . 口 . 


在 区 域 {0 < |z| < 2} 上 函数 f = + 的 例子 (参看 第 16 小 节 注 2) 指出 , 这 个 定 
理 中 的 单 连 通 条 件 是 本 质 性 的 : 对 于 多 连通 区 域 , 整体 上 原 函 数 存在 的 定理 一 般 并 
不 成 立 . 

同一 个 例子 还 指出 , 在 多 连通 区 域 全 纯 函 数 没 闭 道路 的 积分 不 必 等 于 0, 即 经 典 
方式 陈述 的 柯 西 定理 (定理 2) 不 能 推广 到 多 连通 区 域 上 . 但 是 可 以 给 出 能 让 这 个 定 
理 进行 这 种 推广 的 陈述 . 

单 连通 区 域 的 边界 (如 果 不 是 太 坏 的 话 ) 是 一 条 闭 曲 线 , 它 在 闭 包 万 中 同 伦 于 
零 . 在 一 般 情形 下 , 不 能 将 定理 1 应 用 到 8D 上 , 这 是 因为 隐 数 f 只 在 D 中 定义 ， 
而 且 可 能 不 能 延 拓 得 到 9D 上 . 如 果 和 额外 要 求 f e DD), 即 它 可 延 拓 到 某 个 区 域 


@ 如 果 利 用 在 单 连通 区 域 中 任意 两 条 有 共同 端点 的 道路 相互 同 伦 , 则 这 个 断言 可 以 直接 由 一 般 
的 柯 西 定理 得 到 . 
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GD 万 (参看 第 6 小 节 ), 则 定理 1 便 是 可 应 用 的 了 . 我 们 得 到 柯 西 定理 的 以 下 陈述 : 


定理 4. 如 果 函 数 在 单 连通 区 域 万 的 闭 包 万 上 全 纯 , 且 万 的 边界 是 条 连续 曲 
线 , 则 了 洛 这 个 区 域 边界 的 积分 为 0. 


习题 。 在 某 些 情形 中 定理 4 的 要 求 可 以 弱化 : 仅仅 要 求 阴 数 f 以 连续 的 方式 
延 拓 到 万 . 壁 如 , 设 区 域 D 相对 于 点 z = 0 是 星 形 的 , 即 它 的 边界 8D 由 极 坐 标 方 
程 r =r(y), 0 < yp < 27 定义, 其 中 的 r(y) 是 个 单 值 函数 ; 还 设 项 数 r(p) 为 逐 段 光 
滑 . 证 明 这 时 定理 4 的 断言 对 于 在 D 中 全 纯 , 并 在 D 中 连续 的 卫 数 f 成 并 . # 


如 果 引 进 下 面 的 定义 , 那么 定理 4 可 推广 到 多 连通 的 区 域 : 


定义 ， 设 紧 区 域 @ D 的 边界 由 有 限 个 闭 曲线 4 (> = 0,… ,n) 组 成 . 假定 最 外 
面 的 边界 yo, 即将 D 的 点 与 无 穷 远 点 分 离 的 那 条 曲线 ,以 逆 时 针 定 向 , 而 其 余 的 曲 
线 4 (v = 1,2,… ,n) 则 以 顺 时 针 定 向 ( 换 句 话说 , 边界 曲线 如 此 定向 , 使 得 在 沿边 
界 曲 线 行进 时 , 这 个 区 域 总 保持 在 左边 ; 图 37). 称 带 有 这 样 定向 的 区 域 D 的 边界 为 
定向 边界 , 并 记 以 符号 6D@. 


现在 对 于 多 连通 区 域 的 柯 西 定理 可 陈述 如 下 : 
定理 5， 设 紧 区 域 万 的 边界 为 有 限 条 连续 曲线 , 又 函数 f 在 此 区 域 的 闭 包 上 
全 纯 . 于 是 , f 沿 定向 边界 9D 的 积分 等 于 零 ; 


hse=f e+/ fdz=0. (6) 


2 一 1v Tv 


证 明 . 在 上 做 出 有 限 个 切口 线 壮 , 它们 使 得 该 区 域 边界 的 分 支 之 间 连 通 (在 
图 38 中 为 了 直观 可 视 , 我 们 用 两 条 边 来 显示 这 些 切 口 ). 显然 , 这 条 由 和 定向 边界 8D 
和 A+=U#+ 与 A- = 站 > 的 集合 组 成 的 闭 曲线 T, 在 区 域 G >? D @ 中 同 伦 于 零 ， 


@ 我 们 记得 , 称 区 域 D 为 紧 是 说 , 它 在 C 中 的 闭 包 不 包含 无 穷 远 总 (D EC). 

四 在 这 里 我 们 用 了 关于 定向 边界 的 几何 表示 . 它 的 形式 定义 请 参看 本 书 第 二 卷 的 14 小 节 . 

四 这 可 用 对 于 8D 的 分 支 个 数 进 行 归纳 证 明 . 然而 我 们 注意 到 , 所 有 这 里 进行 的 构造 的 形式 证 
明 必 定 十 分 繁琐 . 
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而 由 假设 条 件 , f 可 以 全 纯 地 延 拓 到 该 区 域 . 根据 定理 1, 沿 工 的 积分 等 于 0, 且 由 


积分 的 性 质 , 有 . 
fra=] tat fet] faz= | fdz, 
这 是 因为 f 沿 A+ 和 A- 的 积分 相互 抵消 . 口 


例 ， 设 DD={r<|z 一 al < R} 为 圆 环 , 且 fe O(D), 即 在 一 个 更 宽 的 圆 环 上 全 
纯 , 将 其 以 虚线 显示 在 图 39 上 . 定向 边界 8D 由 按 道 时 针 定 向 的 圆 yo = {|z 一 a| = 
R}, 以 及 按 顺 时 针 定 向 的 圆 77 组 成 (使 得 沿 6D 绕 行 时间 环 保持 在 左 ). 由 定理 5， 


he=] tat) sa=0 或 者 jaz= | fa 
(最 后 这 个 结果 也 可 由 关于 同 伦 的 柯 西 定理 推出 ). # 


19. 柯 西 积分 公式 


在 这 里 我 们 将 得 到 在 紧 区 域 上 全 纯 的 函数 用 沿 该 区 域 边界 的 积分 表示 . 我 们 会 
看 到 , 这 样 的 表示 无 论 在 理论 上 还 是 在 实际 问题 中 都 有 重要 的 应 用 . 


定理 1， 设 函数 f 在 闭 包 紧 区 域 DD 中 全 纯 , 而 边界 为 有 限 条 (连续 ) 曲线 . 于 
是 , 在 任意 点 z ED 函数 f 被 表示 为 形式 


J y 0 (1) 
其 中 的 8D 为 DD 的 定向 边界 (参看 前 一 小 节 ). 
称 等 式 右边 的 量 为 柯 西 积分 ， 


证 明 ， 取 p > 0 使 得 圆 盘 U, = {z': |z -zz| 之 p} € D, 并 记 D, = D\ D5 (图 
40). 函数 g(¢) = 人 2 作为 两 个 具 非 零 值 全 纯 函 数 的 商 在 万 。 上 全 纯 . 定向 边界 9D。 
由 9D 以 及 圆 7。 = {¢ :1¢ 一 z|= p} 组 成 , 而 后 者 以 顺 时 针 定 向 , 从 而 由 积分 的 性 
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图 40 
质 表 明 
zi | _ 1 f/f foOad 1 f (dc 
27i Jap, 2mi /sp 6—z 2miJjsr C—z 


但 是 函数 9 在 万 。 上 全 纯 (我 们 已 将 它 在 点 z 处 的 奇异 性 排除 在 外 了 ), 因此 , 应 用 
对 于 多 连通 区 域 的 柯 西 定 理 ，9 沿 8D。 的 积分 为 0. 
于 是 ， 
1 1 foOa _1 1 fOa (2) 
2ri Jsp C—z% 2riJev, 6—z 
其 中 可 假设 数 p > 0 任意 小 . 因为 函数 f 在 点 z 连续 , 故而 对 于 任意 的 s > 0 可 以 
选取 数 5 > 0 如 此 小 , 使 得 当 p < 6 时 对 于 所 有 ¢ € 980 有 
[6) — f(z)| <e. 
| 1 f(Oae _ 1 f(z) — f(0) 
MO ani hv, Cz rihv, Cs © 人 
的 绝对 值 不 超过 去 se.2r = s, 从 而 当 p 一 0 时 趋向 于 0. 但 是 从 (2) 看 出 , (3) 的 左 
端 不 依赖 于 p, 因此 对 于 所 有 充分 小 的 p 它 等 于 0, 即 
271 BU, C -pS 
由 此 及 由 (2) 得 到 公式 (1). ” 口 
注 . 如 果 在 定理 1 的 条 件 中 , 点 z 位 于 万 外 , 则 
11/ fo _,) (4) 
Dd J Cm 


因为 此 时 函数 g(¢) = { 在 万 中 全 纯 , 故此 断言 直接 由 柯 西 定理 得 到 . 
柯 西 积分 公式 表达 了 一 个 非常 有 趣 的 事实 : 在 区 域 BE 中 全 纯 的 函数 的 值 完全 由 
它 在 边界 上 的 值 决定 .( 事 实 上 , 如 果 已 知 f 在 6G 的 值 , 则 整个 公式 (1) 右 端 便 得 知 ， 
即 知道 了 f 在 任意 点 z e G 的 值 .) 这 个 事实 将 全 纯 函 数 与 在 实 分 析 意 义 下 的 可 微 
函数 从 原则 上 区 分 开 来 了 . 
@ 我 们 用 了 二 ; Jo 这。 = 1 (参看 第 15 小 节 的 例 1) 以 及 常数 因子 f(z) 可 以 从 积分 号 里 提出 ， 
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习题 。， 设 函数 f 在 区 域 D 的 闭 包 中 全 纯 , 其 中 D 包含 了 无 穷 远 点 , 且 其 边界 
8D 如 此 定向 使 得 通过 它 时 该 Se 总 在 左边 . 证 明 , 此 时 对 于 任意 点 ze D 有 


1 =/ M+ flo0). # 
由 定理 1 直接 得 到 
定理 2 (均值 定理 )， 函数 f € O(D) 在 每 个 点 z € DD 的 值 等 于 它 的 圆心 在 z 
的 任意 充分 小 的 贺 上 的 算术 平均 值 : 
1 = 去 | ft oe) (5) 


证 明 . 取 圆 盘 U = {z' :|z' 一 z| < p} 使 得 U, € D, 并 将 它 作为 定理 1 中 的 区 
域 G. 由 柯 西 积分 公式 我 们 得 到 


1 = Lu, (6) 


B04 = 


但 因为 在 60 上 有 (一 >z= pei, t€ [0,27], d = pieitdt, 故 由 (6) 推出 (5). 口 


均值 定理 表明 , 全 纯 销 数 可 以 说 成 是 非常 规则 地 构建 成 的 , 使 得 它们 的 值 与 相 
邻 的 值 紧 密 相连 . 这 解释 了 在 这 种 函数 中 出 现 了 一 系列 在 实 分 析 意 义 下 可 微 函 数 中 
不 可 能 出 现 的 特殊 性 质 的 原因 . 我 们 将 在 后 面 考虑 许多 这 样 的 性 质 . 

最 后 我 们 要 引进 有 -可 微 函 数 的 一 个 积分 表示 公式 , 它 推广 了 柯 西 积分 公式 . 


定理 3， 设 函数 f 属于 在 闭 包 紧 区 域 D 上 的 C1 类 , 其 边界 为 有 限 条 逐 段 光滑 


曲线 . 于 是 在 每 点 zED 有 
人 -二 ro 1// 名 .和 


其 中 《5 = 上 十 初 . 我们 称 这 个 公式 为 柯 西 -格林 公式 ; 和 f e O(D), 则 其 中 的 第 二 
个 积分 消失 , 从 而 得 到 了 柯 西 公 式 . 


证 明 . 从 DD 中 去 掉 小 圆 盘 林 , = {C : |¢ 一 z| < p}, 并 对 在 区 域 D, = D\U,。 上 
的 C1 类 . 郴 数 9(5) = Le 应 用 复写 法 的 黎 曼 -格林 公式 (参看 18 小 节 的 公式 (3))， 


我 们 有 
f(¢) f (0) Of dédn @, 
人 J :=2 /| 交 Gx 


因为 f 在 点 z 为 连续 , 故 f(C) = f(z)+O(p), 其 中 CeU, 而 当 p 一 0 时 O(p) 一 0. 
因此 
f (0) O(p) 
J 磺 二 属 


8g _ 68f 1 1 
@ 我 人 有 狂 = 名 .二 ， 二 
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而 最 后 面 的 公式 当 p 一 0 时 便 给 出 了 (7)@. 口 


历史 注 记 


在 描述 了 有 关 复 积分 的 一 些 基 本 事实 之 后 , 我 们 来 简短 关注 一 下 它 产 生 的 历史 . 
在 这 方面 的 主要 功绩 应 归于 卓越 的 法 国 数学 家 A. 工 . 柯 西 (Cauchy). 


A. 工 . 柯 西 (1789 一 1857) 


柯 西 于 1789 年 出 生 于 一 个 贵族 家 庭 . 1807 年 毕业 于 巴黎 综合 工科 学 校 , 这 是 
一 所 创建 于 法 国 大 革命 时 期 的 学 校 , 赋 有 培养 高 级 工程 师 的 使 命 , 它 的 毕业 生 要 接 
受 两 年 期 的 在 数学 , 力学 和 绘图 方面 的 知识 学 习 , 然后 再 安排 到 四 个 机 构 之 一 中 去 
接受 工程 方面 的 培训 . 柯 西 到 了 交通 道路 学 院 ， 于 1810 年 毕业 , 并 开始 了 在 瑟 堡 
(Cherbourg) 的 工程 师 的 工作 . 
柯 西 的 工作 范围 十 分 广泛 , 他 从 事 于 弹性 理论 、 光 学、 天 体力 学 、 几何 、 人 代数、 以 
及 数论 的 研究 . 但 是 他 根本 的 兴趣 是 在 数学 分 析 , 改造 这 门 学 科 的 基础 通常 与 柯 西 的 
名 字 联 系 在 一 起 . 1816 年 他 被 政府 任命 为 巴黎 科学 院 院士 和 综合 工科 学 校 的 教授 . 
在 这 里 他 教 了 他 自己 著名 的 分 析 教 程 , 这 些 后 来 以 三 卷 书 的 形式 出 版 (1821 一 1828 
年 ). 
柯 西 男 辟 抱 有 坚定 的 保皇 信念 和 极端 的 宗教 观点 . 在 他 工作 的 这 个 活 姥 期 间 正 
值 波 旁 王朝 复辟 , 而 在 1830 年 的 七 月 革命 之 后 , 柯 西 与 皇族 家 庭 一 起 移居 到 了 意 大 
利 . 但 到 了 1838 年 他 返回 了 祖国 并 重新 在 一 所 天 主教 会 学 院 里 教 数 学 , 到 了 1848 
年 他 成 了 巴黎 大 学 文理 学 院 (Sorbonne) 的 教授 (但 他 拒绝 宣 碑 效忠 于 政府 ). 


a 二 > 
我 们 的 讨论 需要 证 明 1 8y dédn 
p 一 0JJD。D66 一 z 


的 存在 性 . 但 因为 f e C1(D), 故 在 (7) 中 的 二 重 积分 存在 (可 通过 中 心 在 z 的 极 坐标 对 它 验证 ) 
从 而 这 个 极限 与 它 相合 . 
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柯 西 对 于 复 积 分 的 第 一 个 结果 是 在 《关于 定 积 分 理论 》 的 论文 中 得 到 的 , 这 是 在 
1814 年 提交 给 巴黎 科学 院 , 但 到 1825 年 才 发 表 的 一 份 学 术 报告 . 像 欧 拉 那 样 , 柯 西 
也 是 在 从 事 流体 力学 研究 时 遇 到 这 类 问题 的 . 他 从 以 下 ( 欧 拉 已 知 的 ) 公式 : 


其 Y XxX 
J sf fevay= | a | f(x,y)dzr (8) 
TO yo yo TO 
出 发 , 并 考虑 组 合成 一 个 复 函 数 = 5S + iV 的 两 个 实 旺 数 9S 和 V. 在 (8) 中 令 


f = 病句 ， 柯 西 得 到 了 联系 这 些 函 数 的 积分 公式 
XxX Y 

/ We J [S(X,y) — S(zo,y)]Jay. 
Zo yo 


令 f= 巡 = 一 终 , 我 们 则 得 到 类 似 的 公式 , 然而 也 仅仅 在 1822 年 他 才 有 了 将 它们 
组 合 为 一 个 复 函 数 的 想法 , 然后 将 它 加 在 1825 年 这 篇 报告 的 脚注 中 . 这 是 对 于 和 矩形 
周 线 的 柯 西 定 理 , 然而 却 缺 失 这 个 等 式 的 几何 思想 . 
我 们 注意 到 , 他 的 工作 与 欧 拉 在 1777 年 向 彼得 堡 提交 的 工作 只 有 为 数 不 多 的 不 
同 之 处 , 在 欧 拉 那里 引进 了 公式 
/ttivar tiy) = J az vay +i [var + udy 


并 给 了 许多 它 的 应 用 . 但 是 在 同一 年 1825 柯 西 给 出 了 另 一 个 小 册子 《 论 在 虚 部 取 极 
限 的 定 积 分 》, 在 此 将 复 积分 看 作 是 积分 和 的 极限 , 并 且 看 出 , 要 使 他 的 想法 更 加 准 
确 还 必须 给 出 函数 z = p(t), y = x(t), 它们 在 区 间 to < t < T 单调 且 连 续 , 并 使 得 
p(to) = zo, X(to) = yo, p(T) = XX, x(T) =Y. 显然 在 那 时 柯 西 还 不 能 像 对 一 般 的 复 
数 的 几何 解释 那样 , 将 积分 解释 为 沿 复 平面 上 一 条 道路 的 积分 . 

他 所 投 述 的 他 自己 的 基本 定理 按 现在 的 话 来 说 即 : “如 果 F(z + yv 一 1) 对 于 
To 志 T< 针 和 wo < y<Y 有 限 且 连续 , 则 它 的 积分 值 不 依赖 于 晴 数 p(t) 和 x(t) 的 
性 质 ”. 他 用 改变 函数 yp 与 x 来 验证 积分 的 改变 量 等 于 零 , 从 而 证 明 它 . 应 该 注意 ， 
将 复 变 函数 积分 的 概念 完全 准确 地 规定 为 沿 复 平 面 上 的 一 条 道路 的 积分 , 并 详细 陈 
述 了 积分 不 依赖 于 道路 定理 , 第 一 次 出 现在 高 斯 1811 年 给 贝 塞 尔 的 信 中 . 

柯 西 积 分 公式 是 由 他 在 1831 年 一 篇 关于 天 体力 学 的 文章 中 第 一 次 给 出 了 证 明 . 
柯 西 对 于 圆 盘 情形 推导 出 它 , 这 对 于 得 出 函数 可 展开 为 项 级 数 的 结论 已 足够 了 ( 参 
看 下 一 节 ). 我 们 将 在 后 面 讲 述 课程 内 容 所 涉及 到 的 柯 西 的 其 他 结果 . 


86. 泰勒 级 数 


在 这 一 节 里 我 们 将 由 柯 西 积 分 公式 出 发 得 出 全 纯 函 数 的 寡 级 数 表示 (泰勒 (Tay- 
lor) 级 数 ). 

回忆 一 下 实 分 析 中 与 级 数 相关 的 一 些 简单 概念 . 称 (由 复数 组 成 的 ) 级 数 ?0 an 
收敛 是 指 , 如 果 它 的 部 分 和 序列 sn = koak 有 有 限 的 极限 s; 称 这 个 极限 为 该 级 
数 的 级 数 和 . 


86. 泰勒 级 数 “75- 


设 >"o fn(z) 为 函数 级 数 , 其 中 函数 f 定义 于 某 个 集合 M CC. 称 其 在 M 
上 一 致 连续 是 说 ,如 果 它 在 每 个 点 z e M 收敛 , 且 对 于 任意 es > 0 可 以 找到 序号 
N = N(e) 使 得 对 于 所 有 n > N 及 所 有 z e M, 级 数 的 余部 | 并 刀 。1 fx(z)| < <. 

完全 像 实 分 析 一 样 , 可 以 证 明 对 于 在 集合 M 上 定义 的 级 数 "2 f(z), 如 果 非 
负 项 级 数 on 收敛 , 则 该 级 数 一 致 收敛 , 这 里 的 | /| = supzem |fn| (这 个 条 
件 等 于 说 该 级 数 在 M 上 被 数 项 级 数控 制 ). 无 需 做 任何 改变 也 可 证 明 在 集合 M 上 
连续 的 隧 数 组 成 的 级 数 的 一 致 收敛 的 和 仍 在 此 集合 上 连续 , 在 曲线 (C1 类 或 可 求 长 
的 ) 上 连续 明 数 的 级 数 的 一 致 收敛 的 和 在 此 曲线 上 可 逐 项 积分 . 


20. 泰勒 级 数 


复 变 函数 论 的 基本 定理 之 一 是 


定理 1。 如 果 函 数 f e O(D), 且 zo 为 DD 中 任 一 点 , 则 在 任意 图 盘 U = {|z 一 
zo| < RR} C D 中 该 函数 可 表示 为 收 钙 圳 级 数 和 的 形式 


f(z) = 》 cn(z — z0)". (1) 
n=0 


证 明 . 设 ze U 为 任意 点 ; 选取 数 r 使 得 lz - zol < r < RR, 且 以 y 表示 圆 
{¢:|C¢ 一 zo0|=7} (图 41). 由 柯 西 积分 公式 我 们 有 


41 
为 了 得 到 f 的 大 级 数 展开 式 , 我 们 展开 这 个 公式 的 “ 核 ” 为 z - zo 宕 的 几何 
级 数 : 
1 1 = (z — z0)” (2) 


C—z (C—20) (1- 丘 各 ) -2 


然后 用 于 ;f(C) 乘 以 两 端 并 沿 六 逐 项 取 积 分 . 因为 对 于 所 有 的 《e 六 我 们 有 
|z— zol |z— zol 


Sa Es 1 
上 5 一 20| 7 a 
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故 级 数 (2) 绝对 收 和 敛 是 对 于 5 在 y 上 一 致 收敛 . 当 乘 以 一 个 在 y. 上 连续 从 而 有 界 
的 晒 数 二 f(C) 时 不 会 破坏 这 个 一 致 收敛 性 . 因此 可 以 对 它 使 用 我 们 的 逐 项 积分 法 
则 , 得 到 


/oO= 玩 人 > ne 和 cc- z0)", 


n= 二 0 
其 中 
mi em 0). D (3) 
定义 。 称 系数 为 公式 (3) 定义 的 震级 数 (1) 为 函数 f 以 点 zo 为 中 心 的 泰勒 
级 数 . 
由 柯 西 的 关于 同 伦 的 定理 (17 小 节 ) 知道 , 由 (3) 定义 的 泰勒 级 数 的 系数 cn 不 
依赖 于 圆 7 的 半径 7 (0 < > < 五 ). 
习题 . 
1. 求 使 函数 z/sinz 具有 以 点 zo = 0 为 中 心 的 泰勒 级 数 表示 的 最 大 圆 盘 的 
半径 . 
2. 设 函 数 f 在 整个 平面 C 全 纯 . 证 明 : (a) f 为 偶 函 数 当 且 仅 当 它 以 zo = 0 为 
中 心 的 泰勒 级 数 只 含有 z 的 偶 次 寡 ; (b) 在 实 轴 上 取 实 数 当 目 仅 当 f(z) = f(z). # 
我 们 给 出 定理 1 的 一 个 简单 推论 . 
柯 西 不 等 式 ， 设 函数 f 在 闭 圆 盘 也 = {|z 一 zol <7} 中 全 纯 , 并 且 它 的 模 在 圆 
mr 二 BU 上 不 超过 常数 M. 于 是 以 zo 为 中 心 的 『 的 泰勒 级 数 的 系数 满足 
lcn| < M/r™ (n= 0,1,...). (4) 
证 明 . 由 公式 (3), 考虑 到 对 于 所 有 ¢ € Y. 有 |f(0O)| < M, 于 是 有 
1 M 
|cn| < py 一 pr 口 
习题 ， 设 P(z) 为 次 多 项 式 . 证 明 , 如 果 当 |z| = 1 时 有 |P(z)| < M, 则 对 任 
意 z, |z|>1 成立 |P(z)| < Ml|z|". # 


从 柯 西 不 等 式 可 推出 一 个 有 趣 的 结果 . 
定理 2 ( 刘 维 尔 )@. 如 果 函 数 f 在 整个 平面 C 全 纯 且 有 界 , 则 它 为 常数 . 


四 这 个 定理 是 由 柯 西 1831 年 在 都 灵 提 出 的 , 他 的 证 明 首 先 以 手稿 形式 出 现在 意大利 , 而 于 1841 
年 在 法 国 发 表 . 柯 西 没有 表明 级 数 的 逐 项 积分 的 可 行 性 , 这 便 引 起 了 切 比 雪夫 (II. 工 . Me6mmes) 
在 他 1844 年 的 著作 中 评说 这 样 的 积分 可 能 “只 在 特殊 情形 成 立 ”. 

@J. Liouvilli (1809 一 1882), 法 国 数学 家 . 实际 上 这 个 定理 是 柯 西 在 1844 年 证 明 的 , 而 刘 维 尔 只 
证 明了 它 的 特殊 情形 (发 表 于 同年 ), 这 个 不 恰当 的 命名 出 于 刘 维 尔 的 一 个 学 生 , 他 在 刘 维 尔 的 课 
上 知道 了 这 个 定理 . 


$6. 泰勒 级 数 i 


证 明 ， 由 定理 1, 在 任意 闭 圆 盘 也 = {|z| < R}, R < oo 上 , 函数 f 由 泰勒 级 数 
表示 为 风 
f(2) = Yenz"™, 
n=0 
其 系数 不 依赖 于 R. 因为 f 在 C 上 有 界 (假定 |f(z)| < M), 则 由 柯 西 不 等 式 , 对 
于 任意 n = 0,1,… 我 们 有 |cn| < M/R"*.， 而 这 里 的 R 可 取得 任意 大 , 因此 对 于 
n 二 1,2,.…, 右 端 在 RR 一 oo 时 趋向 于 0, 但 左 端 不 依赖 于 R, 故 cn = 0 对 于 
n 二 1,2,… ,从 而 f(z) 三 co. 口 


因此 , 函数 的 两 个 性 质 : 在 整个 平面 C 全 纯 以 及 有 界 只 能 在 平凡 的 函数 ( 即 常 
数 ) 上 同时 实现 . 

习题 . 证 明 在 整个 平面 C 上 全 纯 的 函数 f 具有 下 列 性 质 : 

(1) 设 M(r) = maxjsj-r |f(z)|; 如 果 M(r) < hr*N + B, 其 中 7 为 任意 正 数 , 而 
4, B, N 为 常数 , 则 f 为 次 数 不 超 过 N 的 多 项 式 . 

(2) 如 果 f 的 所 有 的 值 均 位 于 右 半 平面 , 则 f 恒 等 于 常数 . 

(3) 如 果 lims_,wo f(z) = co, 则 集合 {z E C : f(z) = 0} 非 空 . # 

刘 维 尔 可 以 叙述 为 如 下 形式 : 

定理 2'. 如 果 函 数 f 在 整个 闭 平面 C 全 纯 则 其 为 常数 . 


证 明 . 函数 f 在 无 穷 远 全 纯 (参看 第 6 小 节 的 最 后 部 分 ) 意味 着 limz-oo f(z) 
存在 且 有 限 . 由 此 得 到 , f 在 无 穷 远 点 的 某 个 邻 域 {|z| > R} 内 有 界 . 在 平面 的 其 余 
部 分 {|z| < R} 它 作 为 在 闭 有 界 集 上 的 连续 函数 故 有 界 . 因此 f 在 C 上 有 者 , 而 由 
于 它 在 此 处 全 纯 , 故 由 定理 2, f = 常数 . 口 . 


习题 . 证明, 任意 在 点 z = 0 全 纯 的 函数 f, 如 果 满 足 恒等式 f(z) = f(2z), 则 
为 常数 . # 

定理 1 断言 任意 在 一 个 圆 盘 上 全 纯 的 函数 在 此 圆 盘 上 可 以 表示 为 收敛 的 器 级 数 
的 和 . 我 们 现在 想 要 证 明 , 反 过 来 , 任意 收敛 曙 级 数 的 和 是 一 个 全 纯 肾 数 . 为 此 我 们 
回忆 由 分 析 课 程 知道 的 寡 级 数 的 一 些 性 质 . 

引 理 . 如 果 逢 级 数 


Dj nlz —a)" (5) 


有 一 0 
的 项 在 某 个 点 zo EC 有 界 , 即 
Ion(zo—a)"|I < M (n=0,1,.…), (6) 
则 这 个 级 数 在 圆 盘 U = {z :|z 一 a| < |zo 一 a|} 中 收 系 , 并且 在 每 个 闭 包 紧 子 集 K EU 
上 它 绝 对 且 一 致 收 敛 . 
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证 明 . 可 以 假定 0 了 关 a, 即 |zo -al = p > 0. 否则 U 为 空 集 . 设 集合 天 EU 
于 是 对 于 任意 点 ze 天 有 


lz 一 al/p 和 9q<1l 
(图 42). 故而 对 于 任意 点 z €E K 及 对 于 任意 的 n = 0,1,… 我 们 有 
|cn(z — a)"| < lenlp™q™. 


然而 按照 条 件 (6)，|cnlo" < M, 于 是 对 任意 z e K, 级 数 (5) 被 收敛 几何 级 数 
M5,*_o9” 控制 , 从 而 意味 着 在 K 上 一 致 收敛 . 


图 42 


引 理 的 第 二 个 断言 得 证 , 而 第 一 个 可 由 第 二 个 得 到 , 这 是 因为 任意 点 z eU 被 
包含 在 某 个 圆 盘 {|z 一 a| < p'}, |z' 一 a| < p' <p, 它 紧 闭 于 U. 口 


定理 3 ( 阿 贝尔 ) 了 .如果 畦 级 数 (5) 在 某 点 zo EC 收 系 ， 则 该 级 数 在 圆 鼻 
U={z:|z 一 a| < |zo 一 al} 中 收 敏 , 并 且 在 U 的 每 个 紧 子 集 上 它 绝对 并 一 致 收敛 . 


证 明 . 因为 级 数 (5) 在 点 zo 收敛 , 故 对 应 的 数 项 级 数 的 通 项 cn(zo - a)" 趋向 
于 0. 然而 任意 收敛 序列 必 有 界 , 因此 满足 引 理 的 条 件 , 由 此 引 理 得 到 定理 的 两 个 
断言 . 口 
柯 西 - 阿 达 马 公式 @. 设 给 出 了 轮 级 数 (5) 及 
1 
im Vlcn|= ; (7) 
其 中 0 < RR< oo (我 们 假定 1/0 = oo 以 及 1/oo = 0). 于 是 在 任意 满足 |z 一 a| < 玉 
的 点 z 级 数 (5) 收敛 , 而 在 任意 满足 |z 一 a| > 民 的 点 z 发 散 . 


” @ 由 挪威 数学 家 阿 贝尔 (N. H. Abel, 1802-_1829) 在 1826 年 发 表 . 

四 这 个 公式 出 现在 柯 西 的 1821 年 的 工作 中 ; 他 自然 未 引入 上 极限 的 概念 , 而 是 谈 及 '“ 数 Wan 的 
极限 中 最 大 者 ". 公式 的 准确 形式 是 由 阿达 马 (J. Hadamard) 1892 年 在 他 的 博士 论文 中 给 出 并 证 
明 的 . 


8$6. 索 勒 级 数 “ 79 . 


证 明 ， 称 4 是 实数 序列 a,, 的 上 极限 是 说 : (1) 存在 子 序列 ac。 一 4, 以 及 (2) 
对 于 任意 的 es > 0, 可 以 找到 指标 N, 使 得 对 所 有 的 n> N 有 an < 4+e. 这 时 我 们 
并 没有 排除 A = 土 oo 的 情形 , 只 是 当 4 = +oo 时 条 件 (2) 不 需要 了 , 而 当 4 = -oo 
时 将 4 十 换 成 任意 的 数 (这 时 , 条 件 (1) 自动 满足 是 有 lim_ ,coe an = 一 0o0). 在 分 析 
中 已 经 证 明了 , 任意 序列 ae 及 具有 唯一 的 上 极限 (有 限 或 无 穷 ). 

设 0 < RR< co; 对 于 任意 的 es > 0 可 以 找到 数 NN 使 得 当 m > N 时 有 Wicn| < 


直 十 &, 从 而 
nlz a < {( 训 +e) le-a} (8) 


如 果 |z 一 al < RR, 则 可 选取 s 如 此 小 使 得 有 (去 十 e)|z 一 a| = q < 1; 于 是 由 (8) 看 
出 , 级 数 (5) 的 项 当 n >N 时 被 几何 级 数 on" 所 控制 , 从 而 级 数 (5) 当 |z 一 a| <R 时 
收敛 . 

由 上 极限 的 定义 条 件 (1) 知道 , 对 于 任意 es > 0 可 以 找到 序列 mk 一 co, 使 得 
/|cn.| > 去 一 6, 从 而 


eels -al>{( 计 -ez-aj (9) 


如 果 |z 一 al > R, 则 可 选取 es > 0 如 此 小 使 得 ( 译 一 e) |z 一 al > 1 于 是 , 从 (9) 
得 出 |cn,(z -~ a)”*| > 1 从 而 级 数 (5) 的 通 项 不 趋向 于 0, 即 当 |z ~ al > R 时 该 级 数 
发 散 . 

我 们 把 对 情形 R= 0 和 R= oo 的 证 明 留 给 读者 去 完成 口 

定义 ， 宕 级 数 (5) 的 收敛 区 域 是 指 集合 已 的 开 核 ( 即 其 内 点 集合 ) E, 其 中 古 
是 该 级 数 的 收敛 点 z e C 的 集合 . 

定理 4. 震级 数 (5) 的 收敛 区 域 为 圆 盘 {|z 一 a| < RR}, 其 中 尺 是 柯 西 -阿达 马 
公式 (7) 所 定义 的 那个 数 . 


证 明 . 由 前 面 的 断言 知道 , 级 数 (5) 的 收敛 点 的 集合 已 是 圆 盘 {|z 一 a| < R} 再 
加 上 圆 {|z 一 a| = R} 的 某 些 点 的 集合 (可 能 为 空 集 ). 因此 开 核 EB 为 圆 盘 {|z 一 al < 
R}. DO 


称 刚 刚 证 明 存 在 了 的 ( 开 ) 圆 盘 为 震级 数 (5) 的 收敛 贺 ( 盘 ), 而 数 RR 为 收敛 
半径 . 
例 1. 级 数 
(a) 2 (b) > ， (c) > (nz)”, (10) 


由 柯 西 - 阿达 马公 式 知 道 分 别 具 有 收敛 半径 R= 00, 1, 0 因此 其 中 第 一 个 的 收敛 圆 
盘 为 C, 第 二 个 为 单位 圆 盘 {|z| < 1}, 而 第 三 个 则 为 空 集 . # 
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例 2， 由 同一 个 公式 看 到 , 所 有 下 面 三 个 级 数 
(a) 2 za， 人) 2 an， () > 2"/n (11) 


n=1 n=1 n= 二 1 
的 收敛 圆 盘 均 为 单位 圆 盘 {|z| < 1}. 但 是 这 三 个 级 数 的 收敛 点 的 集合 是 不 一 样 的 . 
级 数 (a) 在 圆 {|z| = 1} 的 每 点 都 发 散 , 这 是 因为 当 |z| = 1 时 它 的 通 项 不 趋向 0. 级 
数 (b) 在 圆 {|z| = 1} 的 某 些 点 收敛 (譬如 , 在 z = 一 1). 级 数 (c) 则 在 这 个 圆 的 每 一 
点 上 都 收敛 , 这 是 因为 对 于 任意 |z| = 1 的 点 2, 级 数 被 收敛 的 数 项 级 数 1/m2 
控制 . # 


转向 证 明和 震级 数 和 的 全 纯 性 讨论 . 
定理 5.。 和 帘 级 数 和 
f(z) = 》 cn(z — a)" (12) 
n=0 
在 其 收敛 圆 中 全 纯 . 


证 明 . 假定 级 数 的 收敛 半径 RR > 0, 否则 无 需 证 明 ， 我 们 形式 地 写 出 级 数 的 
导数 


DY_ ncn(z ~ a)"™! = p(2); (13) 
它 与 级 数 并 se ，ncn(z - a)* 有 相同 的 收敛 与 发 散 性 ， 而 因为 Hm- Valen| = 
limn_oo Vicn|, 故 (13) 的 收敛 半径 也 等 于 R， 在 圆 盘 UV = {jz 一 al < R} 的 紧 子 


集 上 级 数 (13) 一 致 收敛 , 从 而 函数 wp 在 此 圆 盘 上 连续 . 
按 同 一 个 理由 , 级 数 (13) 可 以 沿 任意 三 角形 A er 的 边界 9A 逐 项 积分 : 


OO 
pdz = ncn / (z 一 a)n-ldz =0 
民有 


(由 柯 西 定理 右 端的 所 有 积分 均 为 0, 这 表明 左 端的 也 为 0). 于 是 , 可 应 用 16 小 节 的 
定理 3 以 及 在 它 之 后 的 注解 , 从 而 函数 


/ra = De /Co = > a 
(我 们 又 一 次 利用 了 一 致 收敛 性 ) 在 每 个 点 z e U 有 导数 , 它 等 于 yp(z). 那么 函数 
f(z) = co+ |., p(Odc 
便 在 每 点 ze U 具有 导数 f'(z) = yp(z). 口 
21. 全 纯 函 数 的 性 质 


我 们 给 出 寡 级 数 和 的 全 纯 性 定理 的 几 个 推论 . 
定理 1， 任 意 函数 fe O(D) 的 导数 在 区 域 DD 全 纯 . 
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证 明 . 对 任意 点 zo e D 我 们 构造 一 个 属于 D 的 圆 盘 UV = {|z 一 zo| < R}. 由 
20 小 节 的 定理 1 知 , 函数 f 可 在 此 圆 盘 上 表示 为 寡 级 数 之 和 . 根据 20 小 节 的 定理 
5 知 , 导数 f' = 有 在 此 圆 盘 上 收敛 的 者 级 数 表示 . 所 以 可 以 再 次 对 yp 应 用 定理 5， 
这 意味 着 y 在 复 分 析 的 意义 下 在 UV 可 微 . 口 


由 此 定理 可 直接 推导 出 原 函 数 存 在 的 必要 条 件 , 对 于 原 郴 数 我 们 已 在 第 16 小 节 
讨论 过 . 

推论 。， 如 果 连 续 函 数 f 在 区 域 D 中 有 原 函数 F, 则 f 在 D 中 全 纯 . 

反复 应 用 定理 1 可 得 到 

定理 1'. 任意 函数 fe O(D) 在 D 上 具有 所 有 阶 的 导数 , 而 且 也 都 属于 O(DD). 

下 一 个 定理 断言 函数 在 给 定 中心 的 震级 数 展开 式 是 唯一 的 . 

定理 2。 如 果 函 数 f 在 圆 盘 {|z 一 zo| < R} 上 表示 为 震级 数 之 和 


f(z) = 》 cn(z — z0)", (1) 


nn 二 0 
则 这 个 级 数 的 系数 一 一 地 由 公式 


(n) 
= (n= 0,1,.…) (2) 


定 艾 ， 
证 明 ， 在 (1) 中 令 z = zo, 我 们 得 到 f(z0) = co. 对 级 数 (1) 逐 项 取 微 分 : 
f'(z) = cl + 2c2(z — z0) + 3c3(z 一 20) 十 ，…， 
然后 代入 z = zo 求 得 f'(z0) = cl. 对 (1) 取 微分 n 次 : 
f(z)=nlcn + ci(z— 20)+ oa(z— zo0) 十 … 
(我 们 在 此 没有 写 出 系数 的 表达 式 ), 再 次 令 z = zo; 得 到 nlcn = ft"(z0). 口 
定理 2 经 常 叙 述 为 : 任意 收 么 的 震级 数 是 它 的 和 函数 的 泰勒 级 数 . 


习题 .已 知 微分 方程 dw/dz = P(z,w), 其 中 P(z,w) 为 变量 z 和 w 的 多 项 式 . 
证 明 , 此 方程 在 点 ae C 的 邻 域 中 最 多 只 有 一 个 全 纯 解 f, 满足 Fla) = b, 其 中 心 为 
事先 给 定 的 . # 


公式 (2) 让 我 们 可 以 写 出 初等 函数 的 泰勒 级 数 . 例如 ， 
2 n 
扩 一 1+z 十 页 十 … 十 可 十 …， 
cosz=1 一 所 十 打 一 …， (3) 
snz 一 zl 一 可 十 可 一 


所 有 这 三 个 展开 式 在 C 处 处 成 立 (其 收敛 半径 R= oo)， 
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比较 在 公式 (2) 中 求 得 的 cn 的 值 与 在 第 20 小 节 用 公式 (3) 计算 出 的 原来 的 值 ， 
我 们 得到 对 于 全 纯 国 数 的 村 函数 的 表达 


V0) = er 12) (4) 


PP 20)m+1 
如 果 在 区 域 D 全 纯 , 且 G e 为 一 个 边界 由 有 限 条 连续 曲线 构成 的 区 域 ， 
并 且 使 得 zo € G, 则 利用 在 围 道 的 同 伦 形变 下 积分 的 不 变性 , 我 们 可 以 在 最 后 面 这 
个 公式 中 以 定向 边界 8G 替换 x.. 于 是 我 们 得 到 了 全 纯 郴 数 的 求 导数 的 柯 西 公 式 : 


1 = me (n=1,2,..) (5) 


27i Jac (6 一 z)n+ 
(我 们 将 zo 替代 地 记 成 z, 并 假定 ze G). 
这 些 公式 可 以 由 柯 西 积分 公式 
1 f(CO)dc 


f(z ) = Ee py 1 
mi jac C—z 
通过 在 积分 号 内 对 参数 z 的 微分 得 到 . 我 们 的 这 种 间接 的 讨论 让 我 们 避免 了 这 种 微 
分 合理 性 的 证 明 . 


定理 3 ( 葛 雷 拉 ). 如 果 函 数 f 在 区 域 D 中 连续 , 且 它 沿 任 意 三 角形 人 ED 
的 边界 9A 的 积分 等 于 0, 则 f € O(D). 


证 明 . 对 于 任意 点 ae D, 我 们 构造 一 个 圆 盘 UV = {lz 一 al < >} C D. 顶 数 
F(z) = /ia f(O)dc 在 U 中 全 纯 且 在 每 点 ze U 有 F'(z) = f(z) (参看 16 小 节 定 
理 3 随后 的 注 ). 根据 定理 1, f 在 UV 中 全 纯 , 从 而 f 在 每 点 ae D 的 全 纯 性 得 证 . 

口 


注 . 莫 雷 拉 定 理 是 在 16 小 节 中 所 叙述 的 柯 西 定理 的 逆 , 在 那里 的 柯 西 定理 说 
的 是 , 区 域 D 中 的 全 纯 函 数 沿 任意 三 角形 A € D 的 边界 8A 的 积分 等 于 0. 但 是 
在 莫 雷 拉 定 理 中 引进 了 函数 f 连续 性 的 附加 条 件 . 这 个 条 件 是 实质 性 的 : 举例 来 说 ， 
对 于 一 个 这 样 的 函数 , 它 除 了 一 点 外 在 C 上 处 处 为 0, 而 在 这 一 点 为 1, 那么 在 任意 
三 角形 边界 上 对 它 的 积分 都 是 零 ; 然而 这 个 函数 不 是 全 纯 的 , 因为 它 甚 至 都 不 是 连 
续 的 . 


在 莫 雷 拉 定 理 的 条 件 中 没有 包含 任何 可 微 性 的 要 求 : 从 现代 孙 数 的 观点 看 , 称 
满足 定理 条 件 的 函数 为 柯 西 - 黎 曼 方程 组 的 广义 解 . 依照 这 种 观点 , 这 个 定理 所 断言 
的 是 , 该 方程 组 的 广义 解 就 是 满足 它 的 经 典 解 , 即 具 有 连续 的 偏 导数 . 


习题 . 设 函 数 f 在 圆 盘 U = {|z| < 1} 连续 , 且 除 了 点 -1 和 1 外 为 全 纯 ; 证 明 ， 
f € O(D). 


作为 结论 , 我 们 对 函数 在 一 点 全 纯 性 的 不 同 定义 的 等 价 性 给 一 个 小 结 : 
定理 4。 以 下 三 个 断言 等 价 : 
@G. Morera, 意大利 数学 家 , 于 1889 年 证 明了 此 定理 . 
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(R) 函数 在 点 a 的 某 个 邻 域 U 中 C- 可 微 ; 

(C) 函数 f 在 点 a 的 某 个 邻 域 UU 中 连续 , 并 且 它 沿 每 个 三 角形 A EU 的 边界 
的 积分 为 零 ; 

(W) 函数 f 在 点 a 的 某 个 邻 域 UV 中 可 展开 为 收 伊 的 办 级 数 . 


这 三 个 断言 反映 出 在 构建 全 纯 函 数理 论 中 的 三 个 概念 . 通常 称 满 足 条 件 (R) 的 
为 在 黎 曼 意义 下 的 全 纯 , 条 件 (C) 的 为 柯 西 意义 下 的 全 纯 , 而 条 件 (W) 的 为 魏 尔 斯 
特 拉 斯 意义 下 的 全 纯 .@ 

蕴含 (R)> (C) 已 在 柯 西 定理 中 证 明 (16 小 节 ), (C)=> (W) 在 泰勒 定理 中 已 证 ， 
(W)> (R) 在 对 于 短 级 数 和 的 全 纯 性 定理 中 证 明 . 

最 后 我 们 还 要 给 一 个 


注 ， 我们 可 以 验证 , 函数 f 在 圆 盘 {|z - al < RR} 中 可 表示 为 收 剑客 级 数 和 的 
形式 是 它 在 此 圆 盘 中 为 全 纯 的 充分 必要 条 件 . 但 是 帘 级 数 在 收敛 圆 盘 边界 点 上 的 收 
敛 性 与 级 数 和 在 这 些 点 上 的 全 纯 性 没有 关联 . 容易 通过 简单 的 例子 对 其 验证 . 


事实 上 , 我 们 写 出 几何 级 数 展开 式 


i (6) 


它 在 圆 盘 {| < 1} 中 收敛 .在 圆 {|z| = 1} 上 的 所 有 点 级 数 (6) 发 散 , 这 是 因为 它 的 

通 项 不 趋 于 0. 但 是 这 个 级 数 和 在 该 贺 上 , 除了 z = 1 外 , 全 都 全 纯 . 另 一 方面 , 级 数 
5 所 =f() (7) 
n= 二 1 


在 收敛 圆 盘 的 边界 圆 {|z| = 1} 的 每 点 均 收敛 , 这 是 因为 它 被 收敛 的 数 项 级 数 十 
控制 . 但 是 因为 它 的 导数 f'(z) = 并” 一 当 z 沿 实 轴 趋 向 1 时 它 无 限 增 大 , 故而 
和 函数 f 不 可 能 在 z = 1 全 纯 . 


22. 唯一 性 定理 


定义 1， 任 一 使 函数 f 为 零 的 点 a € C, 即 a 为 方程 f(z) = 0 的 一 个 根 , 称 该 
点 为 函数 f 的 零点 . ; 


在 实 分 析 中 , 可 微 函 数 的 零点 集 可 以 有 极限 点 , 并 在 该 点 仍旧 可 微 (例如 , 对 于 
销 数 f(z) = z?sin(1/z), zx = 0 便 是 这 样 的 点 ). 在 复 分 析 中 情形 则 不 是 如 此 : 全 纯 
函数 的 零点 必定 是 孤立 的 , 他 们 仅 在 该 函数 全 纯 区 域 的 边界 上 才 可 能 具有 极限 点 @. 
这 个 事实 可 以 表达 为 


@ 这 些 称呼 大 体 上 反映 了 事情 的 实际 状况 (参看 第 19 小 节 末 尾 , 以 及 后 面 的 27 小 节 和 40 
小 节 ). 

四 注意 , 函数 f(z) = z2 sin(1/z) 不 在 点 z = 0 全 纯 , 这 是 因为 当 按 某 个 方向 z 一 0 时 (譬如 平行 
于 虚 轴 的 方向 ), sin(1/z) 比 1/z 的 任意 阶 都 更 快 地 趋向 于 无 穷 . 
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定理 1. 如 果 点 a 是 在 该 点 全 纯 的 函数 『 的 零点 , 且 f 不 在 a 的 任 一 邻 域 中 
恒 等 于 零 , 则 存在 这 样 的 自然 数 n 使 得 


f(z) = (z— a)"y(z), (1) 
其 中 浮 数 p 在 点 a 全 纯 并 在 该 点 的 一 个 邻 域 中 不 取 零 . 


证 明 . 事实 上 , f 在 点 a 的 某 个 邻 域 中 可 展开 为 震级 数 . 因为 f(a) = 0, 故 该 
级 数 的 自由 项 等 于 0, 但 不 可 能 它 的 所 有 系数 全 为 0, 否则 就 会 在 a 的 某 个 邻 域 中 
f 三 0. 因此 可 以 找到 具 最 小 序号 的 非 零 系数 , 以 n 记 此 指标 , 从 而 展开 式 有 形式 
f(z) =cn(z— a)" + enn(z — a)"ti+..., cn#¥0. (2) 
以 
op(z) 一 cn 十 cn+l(2 一 Q) 十 … 


为 级 数 和 , 这 个 级 数 在 点 a 的 某 个 邻 域 中 收敛 , 从 而 在 这 个 邻 域 中 全 纯 . 因为 p(a) = 
cn 关 0, 故 由 这 个 函数 的 连续 性 知 , 在 a 的 一 个 邻 域 中 wp 承 0. 口 


定理 2 (唯一 性 ). 如 果 两 个 函数 及 ,fo E O(D) 在 集合 己 中 相同 , 而 己 至 少 
有 一 个 属于 万 的 极限 点 a, 则 在 整个 刀 上 万 = fo. 


证 明令 函 数 f = fi 一 fe O(D); 可 以 证 明 在 D 中 f =0, 即 集合 下 ={ze 
D :f(z) =0} DE 与 D 重合 .极限 点 a 是 f 的 零点 (由 于 f 的 连续 性 ). 根据 定理 
1, 在 a 的 一 个 邻 域内 函数 f 三 0, 不 然 的 话 , 这 个 点 便 不 可 能 是 f 的 零点 的 极限 点 . 

因此 , 集合 下 的 核 F ( 即 它 的 内 点 集 ) 非 空 : 它 包含 了 点 a. 按 构造 , 玉 为 开 , 但 
它 同时 也 闭 (相对 于 区 域 D 的 拓扑 ). 事实 上 ， 如 果 be D 是 FF 的 极限 点 , 则 由 同一 
个 定理 1 知 , 在 点 b 的 某 个 邻 域内 f ==0, 即 be F. 由 于 按 区 域 的 定义 D 连通 , 故 
根据 第 4 小 节 的 定理 2, 我 们 有 下 = D， 口 


这 个 定理 也 指出 了 函数 的 全 纯 概 念 与 在 实 分 析 意 义 下 的 可 微 性 概念 实质 上 的 不 
同 . 事实 上 , 两 个 无 限 可 微 的 实 变 函 数 可 以 在 部 分 定义 域 上 重合 而 不 恒 同 . 然而 所 证 
明 的 定理 表明 , 两 个 全 纯 函 数 只 要 在 任意 一 个 在 它们 全 纯 的 区 域 中 还 有 一 个 极限 点 
的 集合 上 重合 (譬如 属于 区 域 的 一 个 小 圆 , 一 段 弧 ) 时 , 则 在 整个 区 域 恒 同 . 

习题 。 证明 如 果 f 在 z = 0 的 一 个 邻 域 全 纯 , 则 可 以 找到 一 个 自然 数 n, 使 得 
Fl/m) 天 (-1)"/m # 

我 们 还 注意 到 , 利用 唯一 性 定理 还 可 以 简化 定理 1 的 陈述 . 就 是 说 , 函数 不 
在 a 的 任 一 邻 域 中 恒 等 于 零 这 个 条 件 , 可 以 换 成 条 件 : 它 总 体 不 恒 为 零 (根据 唯一 性 


定理 这 两 个 条 件 是 一 样 的 ). 
由 定理 1 可 看 出 , 全 纯 函 数 像 (z - a) 的 整 检 那样 地 变 成 0. 


@ 这 个 定理 属于 黎 曼 (1851 年 ) 见 后 面 的 40 小 节 . 
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定义 2， 在 点 ae C 全 纯 的 函数 f 在 a 为 零 的 阶 或 重 数 是 指使 导数 fb(a) 不 
为 0 的 最 小 数 大 . 换 句 话说 , 称 点 a 是 f 的 n 阶 零点 是 说 , 如 果 
f(a)=:…=f" Na)=0, f(a) #0 (nz1). (3) 
由 泰勒 级 数 的 系数 公式 ck = 区 包 看 出 , 在 点 a 取 零 的 阶 等 于 在 该 点 函数 的 
泰勒 展开 式 的 最 小 非 零 系数 的 指标 , 即 在 定理 1 的 公式 中 所 涉及 的 数 n. 唯一 性 定 
理 指出 , 不 恒 等 于 零 的 全 纯 函数 不 具有 无 限 阶 零点 . 
相似 于 对 于 多 项 式 所 做 的 , 可 以 借助 于 除法 来 定义 零点 的 阶 . 即 成 立 


定理 3， 全 纯 函 数 f 在 a EC 的 零点 阶 等 于 暴 (z 一 a)*“ 除 尽 ” 的 最 高 阶 , 这 
里 “ 除 尽 ” 的 意思 是 说 , 分 式 二 3s (连续 延 拓 到 点 a 之后) 成 为 在 点 a 的 全 纯 函 数 ， 
证 明 .以 ”表示 a 的 零点 阶 , 以 N 表示 二 项 式 (z -a) 除 尽 f 的 最 高 阶 . 由 公 

式 (1) 看 到 , f 被 所 有 阶 上 < n 的 该 二 项 式 除 尽 : 
f(z) 


(z 一 oj 
因此 N >n. 设 f 被 (z 一 a)* 除 尽 , 即 分 式 
f(2) _ 

(z 一 G)AN = 一 Mp(z) 


是 在 点 a 全 纯 的 旺 数 . 将 % 展开 成 (z - a) 的 幕 级 数 , 我 们 发 现 f 在 以 a 为 中 心 的 
泰勒 展开 式 是 以 不 低 于 N 的 寡 开 始 的 . 因此 n > N, 结合 前 面 所 得 不 等 式 , 我 们 得 
到 N = m. 口 


例 。 函数 f(z) = sinz 一 z 在 >z=0 有 一 个 三 阶 零 点 . 事实 上 , 我 们 有 f(0) = 
f(0) = 了”(0) = 0, 而 f”(0) 关 0. 这 也 可 由 展开 式 看 出 : 


3 


= (z—a)" "yp(z), 


之 25 


-可 
注 . 设 f 在 无 穷 远 点 全 纯 且 在 那里 等 于 0; 称 肾 数 p(z) = f(:) 在 z=0 的 零 
点 阶 为 函数 f 在 无 穷 远 点 的 阶 . 如 果 代 蔡 除 以 (z 一 a)* 而 考察 乘 以 z*(k = 1,2,:…)， 
那么 上 面 已 证 明 过 的 定理 对 于 a = oo 的 点 仍然 成 立 . 
零点 的 阶 的 概念 可 以 推广 到 全 纯 函 数 的 4- 点 , 称 点 a € C 为 图 数 f 的 一 个 4- 点 
是 指 f(a) = 4. 设 函 数 f 在 点 a 全 纯 , 且 a 为 函数 了 的 4 点 ; 称 函 数 f(z) 一 4 在 a 
的 零点 阶 为 函数 f 的 4- 点 a 的 阶 . 


23. 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 和 龙 格 定理 


在 实 分 析 中 我 们 已 知 , 级 数 的 逐 项 微分 要 求 级 数 在 某 点 的 收敛 性 以 及 导数 级 数 
在 该 点 的 一 个 邻 域 上 的 一 致 收敛 性 . 在 复 分 析 中 情形 则 被 简化 . 成 立 


f(z2)= sinz—2z= 


”定理 1 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 包 . 如 果 
f(z) = 》 fn(2) (1) 


n=0 
为 函数 项 级 数 , 其 中 每 个 函数 在 区 域 DD 中 全 纯 , 而 级 数 在 该 区 域 的 任意 紧 子 集 上 一 
致 收效 ,， 则 
(1) 该 级 教 的 和 在 D 中 全 纯 ; 
(2) 该 级 数 可 在 D 中 每 点 逐 项 微分 任意 次 . 


证 明 ， 设 c 为 D 中 任 一 点 ; 构造 圆 盘 U = {|z - al < r} e D. 因为 级 数 (1) 由 
定理 的 条 件 在 Z 上 一 致 收敛 , 而 它 的 项 在 UV 上 连续 , 故 它 的 和 函数 f 在 UV 上 连续 . 
以 x 表示 任意 三 角形 A Cc 的 定向 边界 . 由 于 级 数 (1) 在 7 上 一 致 收敛 , 我 们 可 以 


沿 > 逐 项 取 积 分 : 
dz = ndz. 
hk > > / fnd 
但 因为 太 在 UV 上 全 纯 , 故 由 柯 西 定理 , 右 端的 所 有 积分 全 都 为 0. 从 而 了 党 7 
的 积分 为 0. 我 们 可 以 应 用 莫 雷 拉 定 理 , 按照 它 得 出 f 在 UV 中 全 纯 . 断言 (1) 得 证 . 
为 了 证 明 (2), 再 次 取 任 意 点 ae D, 并 构造 圆 盘 U = {|z -al < >} € D, 又 记 
yr = 80 为 圆 {lz 一 al = 中. 根据 柯 西 公式 对 于 导数 有 


f(a ) = 一 D es (k= 1,2,.. 小 (2) 


过 


由 于 级 数 


f(z) 二 和》 fn(z) (3) 


(z — a)*+l 一 (z 一 Q)k+1 
的 一 致 收敛 性 ( 它 与 (1) 相差 一 个 因子 , 而 该 因子 的 模 对 所 有 z e 六 等 于 二 r), 我 
们 可 以 将 (3) 代 人 积分 (2). 将 公 (2) 应 用 到 函数 f, 我 们 便 得 到 了 
n(z)dz ee 
/10 = D0) 
断言 (2) 得 证 . 口 
习题 . 解释 为 什么 级 数 六 2 ， 虹 z 不 能 逐 项 微分 . # 


在 分 析 中 由 多 项 式 组 成 的 级 数 起 着 特别 的 作用 . 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 可 以 验 
证 , 如 果 多 项 式 项 级 数 


f(z) = 》 Pn(z) (4) 


n=0 
在 某 个 区 域 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 则 它 的 和 了 在 D 中 全 纯 . 


@ 这 个 定理 由 K. T. W. 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 1841 年 证 明 的 , 是 在 他 的 明 斯 特 (Miister) 笔记 中 的 一 
篇 (参看 下 面 的 24 小 节 ), 但 在 1894 年 才 发 表 . 


86. 泰勒 级 数 .87 . 


反问 题 即 用 对 在 一 个 区 域 D 中 全 纯 函 数 通 近 对 实用 是 很 重要 的 ; 通常 使 用 的 是 
以 多 项 式 序 列 进行 逼近 , 并 要 求 这 个 逼近 在 D 的 每 个 紧 子 集 上 是 一 致 的 . 我 们 来 准 
确 地 提出 关于 以 多 项 式 一 致 逼近 问题 : 
设 给 定 区 域 D CE 及 函数 fe O(D). 要 求 对 于 任意 集合 KE 了 及 任意 e>0 
构造 多 项 式 P(z) 使 得 
lf 一己 lx = my |f(z) — P(z)| < <. (5) 
这 个 问题 等 价 于 构造 一 个 多 项 式 项 级 数 沁 , 已 , 使 得 它 在 区 域 D 的 每 个 紧 子 
集 上 一 致 收敛 于 f 的 问题 . 事实 上 , 如 果 构 成 了 那样 的 级 数 , 则 它 的 具有 充分 大 指标 
的 部 分 和 便 能 满足 问题 的 要 求 . 为 了 证 明 这 个 反问 题 , 我 们 要 利用 一 个 关于 紧 穷 竟 
的 引 理 : 
引 理 . 对 于 任意 区 域 D C C, 可 以 构造 一 个 紧 穷 竭 ， 即 一 个 那样 的 (在 C- 拓 扑 
下 的 ) 闭 子 集 序列 天 使 得 
KicCcK2sC...C KnC..., (6) 
同时 , 所 有 Kn CD 且 每 一 个 点 zED 属于 从 某 个 指标 开始 的 所 有 Kn (D=U> | Kn). 
证 明 . 可 以 取 和 集合 
Kn = {zE€D:|z|<n, p(z,0D) > 1/n}, 
作为 K,, 其 中 p(z,8D) 为 点 z 到 D 的 边界 的 距离 , 而 n = 1,2,:… (图 43). 口 


5 gd \ > 


图 43 


注 ， 固 定 so € D 并 以 G， 记 核 K, 的 含有 zo 的 连通 开 分 支 (从 菜 个 n= no 开 
始 全 不 为 空 ). 于 是 我 们 得 到 区 域 D 的 一 个 紧 穷 竭 
G1EG2E::.EGnE.., (7) 
另外 , 所 有 Gn ED 且 D = UG,. 
因为 函数 p(z,8D) 满足 利 普 希 茨 条 件 , 即 对 于 所 有 z'，z”€ DD 我们 有 
Ip(z', 0D) — p(z", 0D)| < |z’ — 2"|, 
故 区 域 G。 的 边界 由 有 限 条 可 求 长 曲线 组 成 . 进一步 , 用 有 限 个 具足 够 小 半径 的 圆 
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盘 覆 盖 C。 我 们 可 以 构造 出 一 个 区 域 的 序列 G', 使 它 的 每 个 开 集 具 有 和 逐 段 光滑 的 
边界 , 并 且 是 DD 的 紧 穷 竭 . 

最 后 , 我 们 注意 到 , 如 果 区 域 D 是 单 连通 的 , 则 它 的 紧 穷 竭 G， 也 可 以 假定 为 单 
连通 的 . 


回 到 中 断 了 的 讨论 . 利用 此 引 理 不 难 证 明 , 如 果 对 区 域 D 中 以 多 项 式 一 致 逼近 
问题 可 解 , 则 在 其 中 的 任意 函数 fe O(D) 可 以 用 在 每 个 K & D 上 一 致 收敛 的 多 项 
式 项 级 数 表示 . 事实 上 , 构造 一 个 像 引 理 中 那样 的 紧 穷 竭 D = UJ>_，K, 并 构造 多 项 
式 序列 P, 使 得 

If— Pk, <1/2" (n=1,2,.…). (8) 
于 是 级 数 
Pi(z)+ Sp (z) — Pn (2)] (9) 


nn 二 1 


即 为 所 求 . 事实 上 它 的 第 n 个 部 分 和 等 于 已 ,故而 由 (8) 它 在 每 个 KK & D 上 一 至 
收敛 于 f (每 个 KK E D 从 某 个 指标 开始 属于 所 有 的 Ks, 从 而 如 果 n 充分 大 , 则 对 
于 任意 s>0 有 1- Pr <e). 

如 果 区 域 D 是 圆 盘 U 二 {lz _al < RR}, 则 所 提问 题 可 利用 中 心 在 点 a 的 函数 / 
的 泰勒 级 数 解答 : 

i CC EE hd (10) 

事实 上 我 们 已 知 f 在 U 中 由 泰勒 级 数 表示 ， i U 的 紧 子 集 上 一 至 
收 化 

但 是 索 级 数 只 在 圆 盘 中 收敛 , 所 以 泰勒 级 数 的 这 个 多 项 式 对 于 具有 更 一 般 形状 
的 区 域 上 函数 的 逼近 不 合适 . 在 单 连通 区 域 上 函数 逼近 问题 有 如 下 解答 : 


定理 2 ( 龙 格 )@. 设 函 数 f 在 单 连通 区 域 D CC 上 全 纯 , K 为 万 的 任 一 紧 子 
集 . 于 是 对 于 任意 e > 0 可 以 找到 多 项 式 已, 使 得 
If — Pllk < e. (11) 


证 明 、 构 造 具 逐 段 光滑 边界 的 单 连通 区 域 G, 使 得 K E G & D, 并 记 8G =7 
(参看 引 理 后 面 的 注 ). 对 于 任意 点 z € . 根据 柯 西 积分 公式 有 


EE AS Wd (12) 


LU jy6—2 
我 们 先 证 明 f 在 K 上 可 以 被 有 理 函 数 逼 近 . 为 此 将 y 用 点 人 (v = 1 V) 分 割 成 
段 , 其 中 这 些 点 是 按照 绕 行 y 的 顺序 取 的 , 并 记 7 在 4 与 bt 之 间 的 段 为 和 w; 令 
Acr = bv+1 一 Cv (假定 CN+1 一 61)， th 
2 去 二 茎 ， A -一 Ac (13) 


C= 


@C. Runge (1856 一 1927), 德国 数学 家 , 1885 年 证 明了 此 定理 . 


8$6. 泰勒 级 数 . 89 . 


我 们 显然 有 


f(z) —g(z) = 元 吉 / 


一 Lv 
因为 两 个 变量 5 和 z 的 复 变 函数 42 在 四 维 空间 (> ) 中 的 紧 集 K x YO 上 连续 ， 
于 是 它 在 其 上 为 一 致 连续 . 因此 对 于 任意 。 > 0 可 以 选 出 足够 小 的 ,使 得 对 于 所 
有 Ce Ys 和 所 有 的 ze K 有 | 和 -从 昼 | < = 将 此 估 值 代入 (14), 得 到 


{起 -0}x i 


6 一 2 人 二 


Cs 


lf -glx < eh 
其 中 |y| 表示 7 的 长 . 这 便 证 明了 用 形 如 (13) 的 有 理 函 数 逼 近 f 的 可 能 性 . 

还 需要 证 明 任意 形 如 (13) 的 函数 可 以 在 K 上 被 多 项 式 一 致 地 逼近 . 为 此 只 需 
证 明 , 在 K 上 函数 1/( - z) 可 以 被 多 项 式 一 臻 逼近 , 其 中 Ge 6G 为 任意 点 . 我 
们 将 证 明 得 更 多 一 点 : 设 G' 为 那样 的 区 域 , 使 得 K € G' edG 并 使 补 集 A =C\G 
连通 @; 于 是 集合 

Ep- { e A : 一 被 多 项 式 在 上 一 臻 通 近 ， 


与 A 重合 . 

集合 非 空 , 这 是 因为 它 包 含 了 K 位 于 其 中 的 圆 盘 {|z| < R} 的 外 部 . 事实 
上 , 对 于 任意 a, la| > R, 函数 1/(a 一 z) 在 {|z| < R} 上 全 纯 ， 从 而 在 此 圆 盘 自身 
上 ( 即 在 K 上 ) 被 中 心 为 z = 0 的 泰勒 多 项 式 一 致 逼近 . 集合 E 为 闭 (在 人 拓扑 
下 ), 这 是 因为 如 果 点 序列 ae EE 收敛 于 某 个 点 ee A, 则 函数 序列 1/(an 一 z) 在 K 
上 一 致 收敛 于 1/(a- z) ( 当 a = oo 时 后 者 需要 换 成 恒 为 零 的 函数 ), 而 由 于 所 有 的 
1/(an 一 Zz) 在 K 上 均 被 多 项 式 一 致 再 近 , 故 1/(a - z) 也 是 . 然而 与 此 同时 E 也 是 
开 的 : 设 oo e 五 , 而 a 为 圆 盘 la 一 aol| < infzexk lao 一 z| 中 的 任 一 点 ; 我 们 有 


QQ 一 七 n 二 0 


并 且 此 级 数 在 K 上 一 致 收敛 , 而 因为 1/(ao 一 z) 因而 1/(ao - z)"” 在 K 上 被 多 项 式 
一 致 允 近 , 故 这 个 级 数 的 部 分 和 也 是 如 此 , 即 a e 五. 

因此 , 五 为 连通 集 A 的 非 空 的 同时 为 闭 与 开 的 子 集 , 从 而 根据 第 4 小 节 的 定理 
2 得 到 =A. 口 

注 . 实质 上 , 同一 个 方法 可 证 明 , 在 连通 补 集 的 任意 开 集 9 (不 必 连 通 ) 上 的 任 
意 函 数 f, 可 以 被 多 项 式 在 每 个 K & Q 上 一 致 逼近 (证 明 的 第 二 部 分 完全 不 变 ; 在 
第 一 部 分 需要 构造 开 集 G 使 得 KE GeQ, 且 边 界 7 = 9G 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 
组 成 并 注意 到 , 公式 (12) 可 推广 到 这 种 情形 .) 

另 一 方面 , 对 于 在 多 连通 区 域 上 以 多 项 式 副 近 全 纯 函 数 的 问题 , 一 般 说 来 , 没有 


A x B 表示 集合 4 与 B 的 积 , 即 所 有 侦 对 (a,b 的 集合 , 其 中 a € A, be B. 
四 这 给 区 域 G' 可 根据 所 证 的 引 理 及 G 的 单 连通 性 构造 . 


解 . 原因 以 后 再 解释 (参看 36 小 节 ). 
习题 . 证 明 , 函数 f(z) = z 在 单位 圆 {|z| = 1} 上 不 能 被 多 项 式 一 臻 逼近 . # 


87. 洛 朗 级 数 与 奇 点 


泰勒 级 数 对 于 表示 在 圆 盘 上 的 全 纯 函 数 是 适当 的 . 在 这 里 我 们 要 考虑 具有 (z 一 
a) 正 瞧 和 负 响 的 级 数 . 这 样 的 级 数 表示 了 在 同心 圆 环 
V={z€EC:r<|z—al<R}, 7r>20,Rg<o% 
上 的 全 纯 函 数 . 
特别 重要 的 是 在 内 半径 为 零 的 圆 环 , 即 有 和 孔 邻 域 上 的 函数 展开 式 . 这 个 展开 式 
可 以 让 我 们 研究 在 那些 丧失 全 纯 性 的 点 ( 奇 点 ) 的 邻 域 中 的 函数 . 


24. 洛 朗 级 数 


定理 1 ( 洛 朗 )@. 任意 在 圆 环 V={r<|z 一 a| < R} 上 全 纯 的 函数 矿 在 此 圆 环 
上 可 表示 为 收 剑 级 数 


jz)= mm(z 一 an， (1) 
的 和 , 系数 为 
d 
其 中 7r<p<R. 


证 明 . 固定 任意 一 个 点 ze V 并 构造 圆 环 V' = {C¢ :7r' < |¢ 一 al < R'} 使 得 
z EV' EV (图 44). 由 柯 西 积分 公式 我 们 有 
ne f(a _ 1 ff foOd zi / jd 
av 6 一 7Z 2 Jr， 6 一 2 271 JJ，6 一 Z 
其 中 国 IT'= {| 一 a|= RR} 到 A = = 式 -al= 人 9 
对 所 有 5 er 我 们 有 |3 
1 1 (z 一 Q)” 


区 二 [性 二 (1 4) Lt (6 有 DJnf+i 
对 “在 T' 上 绝对 并 一 致 收敛 . 对 它 乘 以 有 界 函 数 二; f(5) (这 不 破坏 一 致 收敛 性 ) 并 


沿 T' 逐 项 积分 , 得 到 


们 一 0 


(3) 


@ 这 个 定理 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 他 的 明 斯 特 笔记 (1841 年 ) 中 证 明 的 , 而 在 1894 年 才 发 表 . 1842 
年 法 国 工程 师 , 数学 家 洛 朗 (J. Laurant, 1813 一 1854) 发 表 了 它 . 
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1 f(adc 
上 Pen 5) 
在 公式 (3) 中 的 第 二 个 积分 需要 不 同 的 分 解 . 当 所 有 ¢ e y 时 我 们 有 | 短 a 
qi < 1, 所 以 我 们 得 到 在 Y 上 绝对 且 一 致 收 伍 的 几何 级 数 
二 1 -二 全 (C=a" 
C= (z -ol(1- Se) (z 一 an 
还 是 乘 以 有 界 函 数 :并 沿 7 逐 项 积分 , 得 到 


za 


OS dn 
2ni i 2 (z 一 Q)n (6) 
其 中 
= OE- n=l) (7) 


我 们 注意 , 现在 在 公式 (6) 和 (7) 中 指标 n 遍历 值 1,2,…, 指标 -mn 遍历 值 
-1, -2,… (什么 也 没有 变 ), 并 记 @ 
m=dn = OC m=) (8) 
于 是 展开 式 (6) 具有 形式 
A (0) 


包 一 一 


现在 在 (3) 中 代入 (4) 和 (6/); ee (1): 

f(z) = > cn(z 一 an, 这 里 的 级 数 定义 为 级 数 (4) 和 (6') 的 组 合 . 还 要 注意 ， 
根据 柯 西关 于 同 伦 的 定理 (17 小 节 ), 同上 , 在 公式 (5) 和 (8) 中 圆 T' 和 > 可 以 换 作 
任意 的 圆 {|¢ 一 a| = p}, 其 中 > < p < RR, 于 是 这 些 公式 有 (2) 的 形式 . 口 


定义 ， 称 系数 由 公式 (2) 计算 的 级 数 (1) 为 函数 f 在 圆 环 中 的 洛 朗 级 数 . 称 
这 个 级 数 非 负 星 项 部 分 为 它 的 正 部 , 而 具 负 短 项 的 部 分 为 它 的 主 部 (该 称呼 的 自然 


@ 请 注意 , 到 此 为 止 还 没有 用 过 具有 人 负 指 标的 cn. 
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性 将 在 下 一 小 节 解 释 ). 
考虑 (z -a) 整 寡 级 数 的 基本 性 质 . 像 上 面 那样 , 我 们 定义 这 样 的 级 数 
>》，cn(z 一 ojn” (9) 
为 级 数 
(Zi): >》,cn(z 一 an 和 (52): > cn(z 一 an (10) 
n=0 位 一 一 1 
的 组 合 . 
级 数 (21) 是 通常 的 震级 数 ; 它 的 收敛 区 域 为 圆 盘 {|z 一 a|l < R}, RR 由 柯 
西 - 阿 达 马 公式 定义 
有 = lm Wlcnl. (11) 
级 数 (2) 代表 了 对 变量 2 = _1 的 震级 数 : 
(22) : 3 py (12) 
n=1 
因此 它 的 收敛 区 域 是 在 圆 盘 外 部 {|z 一 a| > r+}, 其 中 根据 用 于 级 数 (12) 的 柯 西 -阿达 
马公 式 , 有 
r= im Vl|c_nl. (13) 


数 民 不 一 定 大 于 7, 因为 级 数 (9) 的 收敛 区 域 可 能 为 空 . 但 是 如 果 7 < RR, 则 级 数 (9) 
的 收敛 区 域 就 将 是 圆 环 V = {fr < |z 一 al < R}. 我 们 注意 到 , 级 数 (9) 的 收敛 点 的 集 
合 可 能 在 某 个 属于 9V 的 点 集 上 与 V 不 同 . 

由 阿 贝 尔 定理 知 , 级 数 (9) 在 圆 环 V 的 任意 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 所 以 再 由 魏 尔 
斯 特 拉 斯 定理 知 它 的 和 在 V 中 全 纯 . 

由 此 注解 立即 得 到 函数 在 所 给 圆 环 上 展 成 正 与 负 寡 级 数 的 唯一 性 定理 : 


定理 2. 如 果 函 数 f 在 圆 环 V= {7r <|z 一 a| < RR} 由 级 数 (1) 表示 , 则 这 个 级 
数 的 系数 由 公式 (2) 表示 . 


证 明 . 取 圆 y= {|z 一 a| = p},r<p< RR. 级 数 
>》， ck(z 一 0) = f(z) 


大 一 一 co 
在 其 上 一 致 收敛 , 而且 这 个 性 质 在 两 边 同 时 乘 以 任意 寡 (z 一 a)-"! (n = 0, 士 1 
士 2， se ) 仍 保持 不 变 : 


cr(z— 0) "= oie i 


Kk 二 一 OO 


对 所 得 级 数 沿 7 逐 项 积分 : 
SS “(2-0 nidz = rr 


天 一 一 Do 
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并 利用 寡 的 正 交 性 性 质 (15 小 节 ), 左 端 的 积分 除了 = n 那 一 项 外 全 都 为 0, 而 那 
一 项 等 于 27i. 我 们 得 到 pe 


2rio = | Tre (n = 0, 士 1,….)， 

而 这 同 于 (2). ” 口 

定理 2 也 可 以 这 样 陈述 : 任 一 (z 一 a) 的 正 寡 和 负 需 的 收敛 级 数 是 它 自 己 和 盯 
数 的 洛 朗 级 数 . 

洛 朗 级 数 的 系数 公式 (2) 在 实际 中 很 少 使 用 , 这 是 因为 这 要 进行 积分 计算 . 根据 
已 证 的 对 于 所 得 到 的 洛 朗 级 数 的 唯一 性 定理 , 可 以 使 用 任何 有 效 的 方法 : 所 有 这 样 
的 方法 都 通 回 同一 个 所 要 的 结果 . 

例 . 函数 f(z) = icz 在 圆 环 V = {0 <|z|<1},VW={1l<|z|< 
2}, 3 = {2 < |z| < co}l 中 全 纯 . 为 了 得 到 洛 朗 展开 式 , 我 们 将 这 个 函数 表示 为 形式 
f(z) = = 二 -后 .在 圆 环 Vi 中 这 两 项 以 如 下 几何 级 数 表示 : 


=- -> (8 >) (在 |z| < 2 收敛 )， 


束 
EE (在 |z| < 1 收敛 ). 
因此 在 Vi 中 函数 f 可 以 以 级 数 


f(z) -> (1- i ) zn 


表示 , 它 仅 包含 了 正 寡 (泰勒 级 数 ). 
在 圆 环 Vz 中 , (14) 人 而 第 二 个 需要 以 


> _ am (在 |a|>1 收 人 


z—1 ee oa 


替换 . 因而 在 此 圆 环 中 了 可 以 以 洛 朗 级 数 
12)=- 3 -3 (7) (15) 
n= 一 1 


n= 二 0 


(14) 


表示 . 
在 圆 环 VW 中 , 函数 表示 的 第 二 项 在 (15) 的 展开 式 仍 收敛 , 而 (14) 的 第 一 项 需 
要 以 


(<) 在 加 > 2 收 各) 


1 四 = 2 (1 # 


外 一 一 工 
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我 们 注意 到 , 由 公式 (2) 定义 的 洛 朗 级 数 的 系数 , 当 n > 0 时 与 泰勒 级 数 的 系数 
的 积分 公式 相同 @. 准确 重复 在 第 20 小 节 中 , 对 于 导出 泰勒 级 数 的 系数 的 柯 西 不 等 
式 的 计算 , 我 们 得 到 

柯 西 不 等 式 (对 于 洛 朗 级 数 系数 ). 设 函 数 f 在 圆 环 VV= {r <|z 一 a| < R} 中 及 
在 圆 y= {|z 一 a| = p}, 7 <p<R 上 全 纯 , 同时 它 的 模 不 超过 常数 JM. 于 是 函数 f 
在 圆 环 V 的 洛 朗 级 数 的 系数 满足 不 等 式 

lon| 和 M/p™” (n=0,+1,+2,.…). (16) 

最 后 我 们 注意 一 下 洛 朗 级 数 与 傅 里 叶 级 数 之 间 的 关系 . 在 区 间 [0,2x]JCR 上 的 

可 积 函 数 yp 的 傅 里 叶 级 数 定义 为 级 数 


Ce 
2 十 (on cosnt + bn sin nt), (17) 


其 中 


1 27 
an 一 = 人 p(t) cos mtdt， 
0 (18) 
bn = plt)sinntdt (n=0,1,2,.…) 
0 


(我 们 假定 了 bo = 0). 这 样 的 级 数 可 以 重 写 为 复 形式 . 为 此 , 应 用 欧 拉 公式 cosnt = 
ete sinnt = 35， 并 将 它们 代入 (7) 中 ， 我 们 得 到 


nn int nn eint 
一 十 > (= 十 一 一 一 一 )= > e ein 


n=]1 NN 二 一 O00 


其 中 置 . 
Pe ee -去 上 p(t)e—intdt (n= 0,1,.…), 
。 27 
nt mn 去 pt)e—ntdt (n= 一 1 2) 
从 而 具 系 数 
全 元 p(t)e— "tdt (19) 

的 级 数 | 

>》， cneint， (20) 
是 函数 yp 写 为 复 形 式 的 傅 里 叶 级 数 . 

现 令 et = z, 以 及 p(t) = f(eit) = f(z); 于 是 级 数 (20) 具有 形式 
bp (21) 


@ 但 是 洛 朗 级 数 的 系数 不 能 用 微分 公式 cn = f(" (a)/n! 表示 , 至 少 因为 一 般 说 来 , f 在 z=a 没 
有 定义 . 
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而 其 系数 
3 1 ee-mtd = 2 沁 1(2) (22) 


因此 ,函数 p(t)，t € [0,27| 的 傅 里 叶 级 数 的 复 形式 是 函数 f(z) = w(t), 其 中 
2 二 eit, 在 单位 图 {|z| = 1} 上 的 洛 朗 级 数 . 

显然 , 反 过 来 , 函数 f(z) 在 单位 圆 上 的 洛 朗 级 数 也 是 函数 Fet) = y(t) 在 区 间 
[0,2x] 上 的 傅 里 叶 级 数 . 

我 们 注意 到 , 一 般 说 来 , 甚至 在 区 间 [0, 2r] 中 每 点 函数 p 的 傅 里 时 级 数 都 收敛 
的 情形 , 对 于 对 应 的 洛 朗 级 数 也 可 能 得 到 R =7r = 1 故而 这 个 洛 朗 级 数 的 收敛 区 域 
为 空 . 只 有 在 函数 gp 上 加 上 很 强 的 限制 条 件 , 对 应 的 级 数 才 有 非 空 的 收敛 区 域 . 


例 ， 设 p(t) = 二 ar (al < 1). 令 et = z, 得 到 相应 的 函数 
2 


1 一 z 1 1 1 
f(z) = 2i{22— (at+i)z+1l} 2; (Es 1-— |， 
它 在 圆 环 {lo| < |z| < 1/lal} 中 全 纯 . 像 前 面 的 例子 那样 , 我 们 得 到 它 在 这 个 圆 环 中 


的 洛 朗 展开 式 
f(z2) = > BG -去 ) 


再 次 替换 z = eit, 我 们 得 到 w 的 傅 里 叶 展 开 式 : 
p(t) = >》 on sinnt， 汰 


nl 


25. 孤立 奇 点 


在 这 里 我 们 要 开始 研究 那些 破坏 也 数 全 纯 性 的 点 、 首先 考虑 那 种 点 的 最 简单 
类 型 . 


定义 1， 称 点 a ec 为 函数 f 的 孤立 奇 点 是 说 ,如 果 存 在 这 个 点 的 有 了 筷 邻 域 
( 即 如 果 a 为 有 限 点 时 其 为 集合 {0 < |z 一 a| < 了 }, 如 果 当 a = co 则 为 集合 {R < 
lz| < oo)), 使 f 在 其 上 为 全 纯 . 

根据 函数 f 在 靠近 这 种 点 的 性 态 可 分 其 为 三 种 类 型 . 


定义 2， 称 函数 f 的 孤立 奇 点 a 为 

(1) 可 去 奇 点 是 说 , 如 果 存 在 有 限 极 限 lim,-,a f(z) = 4; 

(ID 极点 是 说 , 如 果 存 在 lim>-,a f(z) = oc; 

(IIT) 本 性 奇 点 是 说 , 如 果 f 当 z 一 a 时 既 无 有 限 极 限 也 无 无 穷 极 限 . 


例 1. 所 有 这 三 类 奇 点 都 是 可 以 实现 的 . 例如 郴 数 z 和 (sinz)/z 以 z= 0 为 可 
去 奇 点 (对 于 其 中 第 二 个 可 以 从 以 下 看 出 : 当 z 关 0 时 , 成 立 展开 式 


sinz WE z2 z4 
Z 2! 5! 
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由 此 得 出 lim,_,o 型 z = 1)， 困 数 1/zn 在 点 z = 0 有 极点 , 其 中 m 为 正 整数 .函数 
ez 以 z ==0 为 其 本 性 奇 点 , 这 是 因为 沿 实 轴 z = z 趋向 0 时 左右 极限 不 相等 ( 右 极 
限 等 于 无 穷 而 左 极限 为 0); 在 沿 虚 轴 z = iy 趋向 0 时 函数 e* = cos 二 = isin2 总 体 
上 没有 极限 . 

当然 , 可 能 存在 非 亚 立 的 奇 点 . 譬如 , 函数 光线 75 在 点 z = 1/m (mn = 士 1, 士 2……) 
有 极点 , 因此 z = 0 是 它 的 非 孤 立 奇 点 : 它 是 极点 的 极限 点 . # 


例 2， 更 复杂 的 关于 奇 点 的 例子 有 以 下 项 数 给 出 : 
jf(z)=》z2 =1+22+2+2 + . (1) 


n=0 
根据 柯 西 -阿达 马公 式 , 级 数 (1) 在 圆 盘 {|z| < 1} 收敛 , 从 而 六 在 此 圆 盘 上 全 纯 . 当 
沿 实 轴 方向 z 一 1 时 它 趋向 于 无 穷 @, 从 而 z = 1 是 它 的 奇 点 . 但 是 
f(z22) =1 二 2 十 如 十 = 下 z) 一 2 
于 是 f(z) = z2? 十 f(z?) 当 沿 圆 盘 半 径 z 一 -1 时 趋向 于 无 穷 . 一 般 地 , 对 于 任意 的 自 
然 数 n 有 


f(z)= 2 二 +.… 十 z2 + f(z2 ), 


因此 , 当 z 沿 半径 趋向 圆 上 的 任意 “二 进 ” 点 z = e*27i/2” (k 二 0,1,… ,2 一 1) 时 
f 趋向 于 无 穷 . 因为 “二 进 ” 点 在 圆 {|z| = 1} 上 处 处 稠密 , 故 对 f 这 个 圆 的 每 一 个 
点 都 是 奇 点 . 因此 , f 具有 整个 一 条 由 非 孤立 奇 点 构成 的 曲线 ( 奇 曲线 ). # 


孤立 奇 点 z = a 的 特性 与 函数 在 这 点 的 有 和 孔 邻 域 中 的 洛 朗 展开 式 的 特性 紧密 相 
关联 (我 们 简短 地 称 它 为 在 点 a 邻 域 的 展开 式 ). 对 于 a 为 有 限 上 后 ， 这 个 关联 由 以 下 
的 三 个 定理 表达 . 

定理 1. 函数 矿 的 孤立 奇 点 a EC 为 可 去 的 当 且 仅 当 f 在 a 的 邻 域 中 的 洛 朗 
展开 式 不 包含 主 部 : 

f(z) = 》 cn(z — a)". (2) 
nn 二 0 

证 明 . 必要 性 . 设 a 为 可 去 奇 点 ; 于 是 存在 有 限 的 极限 lim,_,o f(z) = 4, 从 而 f 
在 点 a 的 某 个 有 和 孔 邻 域 {0 < |z 一 al < R} 中 有 界 ( 设 |f| < M). 取 任 意 p, 0<p< RR 
并 利用 柯 西 不 等 式 

len| < M/p® (n=0,+l,.…). 


如 果 n < 0, 则 当 p 一 0 时 右 端 趋向 于 0, 左 端 则 不 依赖 于 p. 因此 当 m < 0 时 
cn = 0, 从 而 洛 朗 级 数 的 主 部 不 存在 . 


这 个 断言 不 能 从 级 数 (1) 在 z = 1 发 散 得 到 (回忆 在 21 小 节 末尾 的 注 ) 而 要 特别 的 证 明 : 当 
z 二 zx, 0 < z < 1 我 人 有 f(z) > 二,z2", 其 中 的 为 任意 自然 数 ; 当 z 一 1 右 端的 和 等 于 
N + 1, 因此 可 以 找到 5 > 0 使 得 当 1 一 5<z<1 时 f(z) > WN, 因此 limx-.1-0 f(z) = oo. 
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充分 性 . 设 在 a 的 有 孔 邻 域 中 函数 f 的 洛 朗 展开 式 (2) 没有 主 部 . 这 个 展开 式 
是 泰勒 的 , 从 而 
lim f(z)= co 
存在 且 有 限 . 因此 a 是 可 去 奇 点 . 口 
注 .。 同样 的 讨论 可 证 明 


定理 1 函数 f 的 孤立 奇 点 a 为 可 去 的 当 且 仅 当 f 在 a 的 一 个 有 和 孔 邻 域 中 
有 界 . 


将 函数 f 根据 连续 性 延 拓 到 它 的 可 去 奇 点 a 上 , 即 令 f(a) = lim;-,a f(z), 我 们 
得 到 了 在 点 a 全 纯 的 函数 ( 即 可 去 掉 奇 异性 ). 这 表明 “可 去 奇 点 ”这 个 词 的 合理 性 . 
在 以 后 , 我 们 将 认为 函数 的 这 种 点 是 正常 的 而 非 奇异 的 点 . 


习题 . 证 明 , 如 果 f 在 点 a 的 有 和 孔 邻 域 中 全 纯 , 并 在 此 邻 域 处 处 有 Re f > 0, 则 
点 4 对 于 了 是 可 去 的 . ## 

定理 2. 函数 矿 的 孤立 奇 点 a EC 是 极点 当 且 仅 当 f 在 点 a 的 邻 域 的 洛 朗 展 
开 式 的 主 部 只 包含 有 限 ( 非 空 ) 多 个 不 为 零 的 项 : 

f(z)= >》 on(z—-a)", N>0. (3) 
n=—N 

证 明 . 必要 性 . 设 a 为 极点 ; 因为 lim,_,。 f(z) = co, 故 存在 点 a 的 有 和 孔 邻 
域 , f 在 其 中 全 纯 且 不 取 零 值 . 在 此 邻 域 中 ,函数 yp(z) = 1/f(z) 全 纯 , 并 且 存 在 
lim,_,a p(z) = 0. 因此 a 是 函数 yp 的 可 去 ( 零 ) 点 , 并 在 我 们 的 邻 域 中 有 展开 式 

olz) 一 bw(z 一 al +bnri(z—a) til+... (bn #0). 

于 是 在 这 个 邻 域 中 我 们 有 


fs)= p(z) “Ga by byrilz—o)f 
而 且 第 一 个 因 了 是 一 个 在 a 全 纯 的 函数 , 这 意味 它 具 有 泰勒 展开 式 
=c_N++c_N+ti(z2—a)+::. (cw = 羡 #0). 


(4) 


bN 十 二 全 二 
将 此 展开 式 代 入 (4)， 我 们 和 到 


pa pp 2 
这 是 f 在 a 的 有 和 孔 邻 域 中 的 洛 朗 展开 式 ， 并 且 我 们 还 看 到 它 的 主 部 只 含有 有 限 多 
个 项 . 
充分 性 . 设 f 在 点 a 的 有 孔 邻 域 中 有 洛 朗 展开 式 (3) 表示 , 其 主 部 只 含有 有 限 
多 个 项 ; 仍 设 c_n 关 0. 于 是 f 在 此 邻 域 全 纯 , 同样 函数 yp(z) = (z 一 a)f(z) 也 全 
纯 . 后 面 这 个 函数 在 我 们 的 邻 域 中 由 展开 式 
p(z) 三 c-N 十 c-NA+Hi(z 一 二 十 …， 
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由 此 知道 ,a 为 它 的 可 去 奇 点 并 存在 lim,_,。 goiL2 Cn 2 于 是 咕 数 Fl2) = 
yp(z)/(z 一 a)N 当 >z 一 a 时 趋向 于 无 穷 , 即 a 是 f 的 极点 . 口 


我 们 还 注意 到 极点 与 零点 之 间 关 联 的 一 个 简单 事实 . 


定理 2'. 点 a 为 函数 f 的 极点 当 且 仅 当 函数 p = 二 1/f, yp 关 0, 且 在 a 的 邻 域 中 
全 纯 及 yp(a) = 0. 

证 有 明 . 必要 条 件 在 证 明定 理 2 时 已 证 明了 , 现 证 其 充分 性 . 如 果 gp 关 0 在 点 a 
全 纯 且 yp(a) = 0, 则 由 唯一 性 定理 (22 小 节 ), 存在 这 个 点 的 有 孔 邻 域 , 在 其 中 yp 取 0. 
在 此 邻 域 中 f = 1/y 全 纯 , 从 而 a 是 f 的 孤立 奇 点 . 但 lims_,a f(z) = oo, 因此 a 是 
f 的 极点 . 口 


所 建立 的 这 种 关联 让 我 们 可 以 制定 
定义 3， 函数 f 的 极点 a 的 阶 是 指 这 个 点 作为 函数 p = 1/f 的 零点 的 阶 . 


由 定理 2 的 证 明 看 出 , 极点 的 阶 等 于 该 函数 在 此 极点 的 有 和 孔 邻 域内 的 洛 朗 展开 
式 的 主 部 首 项 的 指标 N. 


定理 3. 函数 矿 的 孤立 奇 点 a 为 本 性 奇 点 当 且 仅 当 了 在 点 a 的 领域 中 的 洛 朗 
展开 式 的 主 部 包含 了 无 穷 多 个 不 为 零 的 项 . 


证 明 ， 这 个 定理 实质 上 已 含 在 了 定理 1 和 2 中 了 (如 果 主 部 包含 了 无 穷 多 个 
项 , 则 a 不 能 是 可 去 点 , 也 不 能 是 极点 ; 如 果 a 是 本 性 奇 点 , 则 其 主 部 不 会 为 空 , 也 
不 会 只 含有 限 项 ). 口 


习题 . 证 明 , 如 果 a 是 函数 f 的 本 性 奇 点 ， 则 对 任意 自然 数 &, 当 p 一 0 时 
pr max{lz_al=p} |f (2)| 一 oo. # 


下 面 的 有 趣 定理 对 于 函数 在 本 性 奇 点 的 邻 域 中 的 性 态 作 了 特征 描述 . 


定理 3' ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 卡 索 拉 蒂 ， 索 堆 茨 基 )@. 如 果 a 为 函数 f 的 本 性 奇 点 ， 
则 对 于 任意 数 A ET, 可 以 找到 点 序列 zn 一 a 使 得 


,lim f(zn) = 人 4 (5) 


证 明 ， 设 4 = co. 因为 根据 定理 1', f 在 邻 域 {0 < |z 一 a| < >} 不 可 能 有 界 , 故 
在 此 领域 中 可 以 找到 点 zi 使 f(z1) > 1. 完全 一 样 地 , 可 以 在 {0 < lz-al < |z1 一 al/2} 
中 找到 点 zo 使 f(z2) > 2, 等 继续 下 去 ,在 {0 < |z 一 a| < |z1 一 al/n} 中 找到 点 zn 使 
|f(zn)| > n. 显然 有 zn 一 a 而 limn 一 oo f(zn) = ce. 


四 该 定理 由 俄国 数学 家 索 霍 茨 基 (IO. B. Coxomuruit, 1842 一 1927) 在 1868 年 他 的 学 位 论文 “ 积 
分 的 留 数理 论 " 中 证 明 . 同年 , 意大利 数学 家 卡 索 拉 蒂 (F. Casorati) 也 发 表 了 一 个 证 明 , 而 就 在 这 
年 稍 后 则 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 它 . 定理 则 以 他 们 两 人 的 名 字 命 名 (我 们 在 这 里 还 是 按 习 惯 称 其 
为 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 卡 索 拉 蒂 定理 一 一 译注) 
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现 设 4 关 oo. 或 者 是 函数 f 的 4A- 点 ( 即 4 在 f 下 的 原 像 集 ) 以 a 为 其 极限 点 ， 
从 而 在 其 中 可 选 出 序列 am 一 a, 且 f(zn) = 4, 或 者 存在 有 孔 邻 域 {0 < |z al < 站 }， 
在 其 上 有 f(z) 尖 4. 和 p(z) = 1/(f(z) 一 4) 全 纯 , 对 它 而 言 a 还 是 本 性 
奇 点 (因为 f(z) = 4+ 5, 如 果 当 z 一 a, ”或 趋向 于 有 限 或 趋向 无 穷 时 , 则 f 也 
如 此 ). 由 刚 证 明 的 , 存在 序列 z 一 a 有 yp(zn) 一 co; 那么 按照 这 个 序列 , 有 

1 
dm i 口 

称 隆 数 f 在 各 种 不 同 点 序列 zu 一 a 下 的 极限 的 全 体 为 函数 f 在 点 a 的 未 定义 
集 . 如 果 a 为 函数 f 的 可 去 点 或 者 极点 , 则 它 在 该 点 的 未 定义 集 由 一 个 点 组 成 (有 
限 或 无 穷 )， 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 卡 索 拉 蒂 定理 断言 , 对 于 本 性 奇 点 产生 了 男 一 种 极端 情 
形 : 该 点 的 未 定义 点 充满 了 整个 闭 平面 C. 

习题 |. 

1. 证 明 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 卡 索 拉 蒂 定 理 的 断言 对 于 极点 的 极限 点 成 立 . 

2. 设 a 为 函数 f 的 本 性 奇 点 ; 函数 1/7 在 点 a 具有 何 种 奇 性 ? (答案 : 或 为 极 
点 的 极限 点 或 为 本 性 奇 点 ). # 


关于 在 无 穷 远 的 孤立 奇 点 再 说 几 句 . 对 它 的 分 类 以 及 定理 1 ~ 3' 可 自动 地 转 
移 到 a = oo 的 情形 . 但 是 与 洛 朗 展开 式 特性 相关 联 的 定理 1-3 则 需要 修改 . 实际 上 ， 
在 有 限 点 情形 奇异 性 的 特征 由 洛 朗 展开 式 的 主 部 决定 , 而 主 部 包含 了 在 这 点 具有 奇 
异性 的 z 一 a 的 负 寡 〈“ 主 部 ”之 词 便 由 此 而 来 ). 在 无 穷 远 同样 有 负 舌 而 奇异 性 却 由 
正 寡 的 集合 决定 . 因此 自然 称 在 无 穷 远 点 的 有 和 孔 邻 域 中 困 数 的 洛 朗 展开 式 的 正 宪 项 
的 全 体 为 该 级 数 的 主 部 . 在 这 样 的 修改 后 , 定理 1 ~ 3 对 于 a = oo 的 情形 便 成 立 了 . 

这 个 结果 可 借助 于 变量 变换 z = 1/w 立刻 得 到 : 如 果 记 f(z) = f(1/w) = p(w)， 
显然 有 


lim f(z) = lim p(w), 
Z—+00 w—0 


因而 y 在 点 w = 0 有 与 f 在 点 z = eco 同样 的 奇异 性 ， 例如, 为 极点 时 ， yp 在 
{0 < |w| < 7} 便 有 展开 式 


p(w) = 十 ， 一 一 十 Db" (bn 天 0); 
此 时 作 变 换 w = 1/z， 宙 二 si 在 圆 环 人 加 < oo}, 呈 = 1/r 总 的 展开 式 : 


7(z) = > c za 十 O 十 clz 十 … 十 CNZE 


于 一 一 】 


其 中 cn = b_n, cw 关 0. 它 的 主 部 包含 了 有 限 多 个 项 . 可 类 似 的 考虑 可 去 点 与 本 性 奇 
点 的 情形 . 

最 后 我 们 来 按照 它们 的 奇 点 对 最 简单 的 全 纯 函 数 进行 分 类 . 根据 刘 维 尔 定 理 ， 
完全 没有 奇 点 的 函数 ( 即 在 C 全 纯 ) 是 常数 . 按 简单 程度 下 一 个 类 由 整 函 数 构成 . 
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定义 4， 称 在 整个 平面 C 上 全 纯 的 函数 为 整 函数 ， 就 是 说 ， 它 的 有 限 点 不 为 
奇 点 . 


因而 点 a = oo 是 整 函 数 f 的 孤立 奇 点 . 如 果 是 可 去 奇 点 则 f = 常数 . 如 果 是 极 
点 , 则 f 在 无 穷 远 点 邻 域 中 的 洛 朗 展开 式 的 主 部 是 多 项 式 g(z) = ciz 十 :… +cNzN. 
从 j 中 减 去 此 主 部 , 我 们 又 得 到 了 整 函 数 f - 9, 但 在 无 穷 远 已 经 是 可 去 奇 点 了 . 它 
是 个 常数 , 从 而 , 在 无 穷 远 点 为 极点 的 整 函数 是 多 项 式 . 

称 在 无 穷 远 点 为 本 性 奇 点 的 整 图 数 为 整 超越 函数 (例如 ez，sin z，cosz 是 这 样 
的 函数 ). 


习题 . 
1. 证 明 , 对 于 所 有 充分 大 的 |z| 满足 |f(z)| > |zl> 的 整 郴 数 f 是 个 多 项 式 . 
2. 从 刘 维 尔 定理 推导 出 对 整 函数 及 a = oo 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 卡 索 拉 蒂 定 理 . # 


定义 5。 称 在 开平 面 C 上 除了 极点 外 再 没有 其 他 奇 点 的 函数 为 亚 纯 函数 外 . 

整 函 数 构 成 亚 纯色 数 的 子 类 ( 它 在 C 上 完全 没有 奇 点 )， 因 为 每 个 极点 是 孤立 
奇 点 , 故 亚 纯 函 数 在 C 上 最 多 只 可 能 有 可 数 的 极点 集 . 事实 上 , 在 每 个 圆 盘 {|z| < 
n}, (n = 1,2,…) 只 能 有 有 限 多 个 极点 (否则 它们 会 存在 在 有 限 的 平面 上 的 极限 点 ， 
它 必 是 非 孤 立 的 奇 点 , 从 而 不 是 极点 ) 从 而 它 的 全 部 极点 是 可 数 的 . 具有 无 穷 多 个 极 
点 的 亚 纯 晒 数 的 例子 有 tan z 和 cot z. 


定理 4 如 果 亚 纯 函 数 f 在 无 穷 远 点 具有 可 去 点 或 极点 ( 即 如 果 它 在 C 除 极 
点 外 没有 其 他 奇 点 ), 则 它 是 个 有 理 函 数 . 


证 明 . 函数 f 的 全 部 极点 的 个 数 有 限 , 这 是 因为 如 若 相反 , 则 由 于 C 的 紧 性 ， 
这 些 极点 存在 极限 点 , 它们 是 非 孤 立 极点 从 而 不 是 极点 . 以 ov，(> = 1,… ,n) 表示 


f 的 全 部 有 限 极点 , 并 以 


co co 


多 本 (6) 
表示 f 在 极点 av 邻 域 中 洛 朗 展开 式 的 主 部 . 又 以 
g(z) = clz 十 …: 十 CN2 (7) 


示 f 在 a = co 邻 域 里 的 洛 朗 展开 式 的 主 部 ; 如 果 a = ee 是 j 的 可 去 点 , 我 们 则 


p(z) = f(z) — 9(z) — gu(z); 
2 


@ 亚 纯 函 数 , meromorphism, 一 词 来 自 希 腊 文 , mero: pepoc (分 式 ) 和 morphism: Hopwpy (形式 ， 
形状 ); 合 起 来 即 相似 的 分 式 . 
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它 对 所 有 点 ze C 全 纯 , 于 是 由 刘 维 尔 定理 有 w(z) = co. 因此 ， 
f(z) =co+g(z)+ 》 ,9gv(2)， (8) 


2 一 1 


即 为 有 理 项 数 , 口 


注 . 公式 (8) 是 有 理 函 数 f 展开 为 整 部 分 和 简 分 式 的 表达 式 . 我 们 的 讨论 给 出 
了 存在 这 种 展开 式 的 一 个 简单 证 明 . 


有 时 我 们 会 在 更 广 的 意义 下 使 用 “ 亚 纯 函 数 ” 这 个 词 . 即 当 我 们 说 函数 f 在 区 
域 D 亚 纯 是 指 , 如 果 它 除去 极点 外 在 D 中 没有 其 他 奇 点 . 这 样 的 函数 最 多 只 有 可 
数 个 的 极点 . 事实 上 , 我 们 可 构造 区 域 D 的 紧 穷 竭 {G,,} (参看 23 小 节 的 引 理 ), 从 
而 看 出 函数 f 在 每 个 Ga。 上 只 有 有 限 个 极点 . 如 果 在 D 中 的 亚 纯 阻 数 f 有 无 穷 多 
个 极点 , 则 极点 集 的 极限 点 属于 边界 97. 

刚 证 过 的 的 定理 4 现在 可 以 叙述 为 :任意 在 闭 平 面 志 上 的 亚 纯 函 数 是 有 理 函 数 . 


26. 留 数 


在 研究 全 纯 函 数 时 最 令 人 感 兴趣 的 是 那些 函数 在 其 上 不 再 全 纯 的 点 , 即 它 的 奇 
点 , 这 听 起 来 有 些 像 悖 论 . 在 后 面 我 们 将 会 看 到 有 许多 事实 , 它们 使 人 确信 在 奇 点 和 
它们 的 邻 域 中 的 洛 朗 展开 式 的 主 部 包含 了 全 纯 函 数 的 基本 性 质 @. 

我 们 用 关于 全 纯 函 数 的 积分 计算 问题 来 对 此 断言 进行 解释 . 设 星 数 f 在 区 域 D 
中 除 极点 外 处 处 全 纯 , 因此 最 多 只 有 一 个 可 数 的 奇 点 集 . 设 区 域 C & D, 且 8G 由 有 
限 条 不 包含 奇 点 的 连续 曲线 组 成 ; 我 们 以 at,… ,an 表示 出 现在 G 中 的 奇 点 (它们 
为 有 限 个 ). 构造 圆 7, = {|z 一 av| = 7}, 其 半径 > 足够 小 , 使 得 以 其 为 边界 的 圆 盘 U, 
包含 在 G 内 且 互 不 相交 . 设 和 , 道 时 针 定 向 (图 45). 以 G+ 表示 区 域 G \ Ur_1U,; 
多 


图 45 


@ 这 个 断言 可 以 有 物理 的 解释 . 如 果 将 全 纯 函 数 作为 向 量 场 的 复位 势 对 待 , 譬如 流体 的 速度 场 
(参看 第 7 小 节 ), 则 奇 点 可 以 解释 为 源 , 流 , 旋 和 其 他 有 这 个 场 定义 的 元 素 . 关于 这 些 可 参看 在 82 
末尾 脚注 所 引 的 拉夫 连 季 耶 夫 和 沙巴 特 的 书 . 
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函数 f 在 G+ 上 全 纯 , 于 是 根据 多 连通 区 域 上 的 柯 西 积分 定理 有 


fdz =0. (1) 
OGr 
但 是 定向 边界 8G. 由 8G 以 及 负 定 向 的 圆 77 (> = 1,.… ,n) 组 成 , 从 而 由 积分 的 性 
质 得 到 
hee hi (2) 


因此 , 全 纯 函 数 沿 区 域 边界 的 积分 计算 可 化 为 沿 任意 小 的 以 函数 的 奇 点 为 圆心 
的 圆 的 积分 计算 . 


定义 1， 称 函数 f 沿 该 函数 的 孤立 奇 点 aeC 为 圆心 的 充分 小 的 圆 六 = {|z 一 
a| = r} 的 积分 再 除 以 27i 为 f 在 点 a 的 留 数 , 以 符号 


resoj = 二 站 fdz (3) 
表示 . 
根据 积分 沿 同 伦 围 道 的 不 变性 定理 , 留 数 与 数 + 无 关 ( 当 + 充分 小 时 ) 并 由 f 


在 它 的 奇 点 的 局 部 性 态 所 确定 . 
上 面 所 证 明 的 关系 式 (2) 表达 了 所 谓 的 柯 西 留 数 定理 中 ; 


定理 1， 设 函数 f 在 区 域 D 中 除去 一 个 孤立 奇 点 的 集合 外 处 处 全 纯 ， 又 设 区 
域 G ED, 而 它 的 边界 8G 不 包含 奇 点 ; 于 是 
fdz 一 277 》 7resa (4) 
ho -nD 
其 中 的 和 取 完 函数 f 在 G 上 的 所 有 奇 点 av. 


这 个 定理 极 具 基本 意义 , 这 是 因为 它 将 对 于 整体 量 即 全 纯 函 数 沿 区 域 边界 的 积 
分 的 计算 , 化 为 局 部 量 即 函数 在 其 奇 点 的 留 数 的 计算 . 

我 们 现在 已 经 知道 ,函数 在 其 奇 点 的 留 数 完全 由 它 在 该 点 邻 域 中 洛 朗 展开 式 的 
主 部 决定 . 从 而 可 确立 这 样 的 观点 , 即 在 全 纯 函 数 的 积分 计算 中 只 要 有 关于 它 的 奇 
点 以 及 在 那些 点 的 主 部 的 信息 就 足够 了 . 


定理 2. 函数 矿 在 孤立 奇 点 a EC 的 留 数 等 于 它 在 a 的 邻 域 内 的 洛 朗 级 数 的 
Zz 一 Qa 的 负 一 次 回 的 系数 : 
resaf = C_1. (5) 


在 1814 年 和 1825 年 的 文章 中 , 柯 西 考虑 了 沿 两 条 中 间 夹 有 函数 极点 的 具 公 共 端 点 的 道路 积 
分 差 , 从 而 达到 了 留 数 的 概念 . 这 也 解释 了 “ 留 数 ” 这 个 词 的 意思 ( 即 剩 余 的 数 ), 这 个 词 首次 出 现 
在 1826 年 柯 西 的 文章 “关于 新 的 , 类 似 于 无 穷 小 计算 的 计算 类 ”中 , 随 此 之 后 , 柯 西 又 发 表 了 许多 
的 工作 , 它们 均 致 力 于 留 数 在 积分 计算 、 展 开 为 级 数 、 解 微分 方程 等 等 方面 的 应 用 . 
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证 明 . 在 a 的 有 了 筷 邻 域 中 函数 f 可 表示 为 洛 朗 级 数 
f(z) = 3 ~ 0)", 
并 在 7 充分 小 的 圆 y. = {|z 一 a|l = 7} 这 个 级 数 一 致 收敛 . 沿 六 对 此 级 数 逐 项 
积分 , 并 利用 整 医 的 正 交 性 (15 小 节 ), 我 们 有 /fdz = c-1 .2i. 根据 留 数 的 定义 ， 
便 得 到 (5)， “” 口 
推论 。 在 可 去 极点 a EC, 函数 了 的 留 数 为 零 . 


我 们 来 推出 计算 函数 在 极点 的 留 数 公 式 . 首先 设 a 为 一 阶 极点 . 函数 在 它 的 邻 
域 中 的 洛 朗 展开 式 具 有 形式 


f(z) = 
n=0 


pe > 
c-1 = lim(z ~ a)f(z)- (6) 
将 此 公式 稍 作 修改 计算 起 来 特别 方便 . 设 在 点 a 的 邻 域 中 ， 
or 2(z) 
(2) 
其 中 yp 和 在 a 全 纯 , 并 且 yp(a) 关 0 及 wa) =0, WwW(a) 关 0 (由 此 得 到 a 是 函数 f 
的 一 阶 极点 ). 于 是 由 公式 (©) 得 到 


oi lim -Pi p(z) 
(2 z—a Wp(z) — wa) ， 
ZzZ—0Q 
即 
_ pl(a) / 
1 wa) (0) 
现在 设 f 在 点 ac 有 nm De 点 ; 于 是 在 a 的 有 和 孔 邻 域 中 有 
f) = 一 十 Dol: — a)*. 


和 -or 
在 此 展开 式 两 端 乘 以 (z 一 a)" 以 消去 右 端 的 负 守 然后 取 n 一 1 次 微分 (为 了 从 
右 端 抽出 c_1 来 ), 并 在 z 一 a 时 过 渡 到 极限 . 我 们 得 到 在 n 阶 极点 处 的 留 数 的 计算 
a 


-1 
0 (7) 
对 于 在 本 性 奇 点 的 留 数 计算 不 存在 类 似 的 公式 , 并 必须 要 找 出 洛 朗 展 开 式 的 主 
部 才 行 . 
下 面 是 有 关 在 无 穷 远 点 留 数 的 几 个 词 : 
定义 2， 设 函数 f 以 co 为 其 孤立 奇 点 ; 它 在 无 穷 远 点 的 留 数 是 指 量 
regssf = a fdz, (8) 
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其 中 ya 是 具有 足够 大 半径 的 圆 {|z| = R}, 按 顺 时 针 通过 . 
选取 yk 的 定向 使 得 通过 它 时 无 穷 远 点 的 邻 域 {R < |z| < co} 总 在 它 的 左边 . 
我 们 写 出 函数 f 在 此 邻 域 的 的 洛 朗 展开 式 : 
f(z2) = 入 Ba 


沿 75 对 它 逐 项 积分 , 我 们 有 
resoof = —c-1. (9) 
具 负 短 的 项 包含 在 正则 部 分 而 不 在 无 穷 远 点 的 洛 朗 展开 式 的 主 部 中 ， 因 此 , 与 
有 限 点 的 情形 不 同 , 在 无 穷 远 点 的 留 数 在 点 = oo 为 函数 的 正则 点 时 可 能 不 等 于 零 
我 们 再 推导 一 个 关于 留 数 总 和 的 定理 


定理 3。， 设 函数 f 在 平面 C 除了 有 限 个 点 av (v = 1,.… ,n) 外 处 处 全 纯 ; 于 是 
它 在 全 部 有 限 奇 点 的 留 数 与 在 无 穷 远 点 的 留 数 和 等 于 0: 
于 resa_ f + resoof = 0. (10) 


2 一 1 
证 明 . 构造 圆 7a = {|z| = R}, 其 半径 足够 大 使 得 所 有 有 限 奇 点 av 均 被 包含 
在 内 ; 设 yr 按 逆 时 针 定 问 . i 


3 大 az = Do rosef 


但 由 17 小 节 的 柯 西 定 理 ， 上 面 等 式 左 端的 量 对 于 继续 增 大 的 RR 不 变 ; 因而 这 个 量 
等 于 带 有 负 号 的 f 在 无 穷 远 点 的 留 数 (考虑 到 绕 行 的 方向 ). 故 这 个 等 式 等 价 于 (10). 
口 


例 .。 在 计算 积分 1 = /,_, ray 时 , 没有 必要 算出 被 积 函 数 在 圆 {|z| = 2} 内 
的 所 有 二 阶 极点 的 留 数 . 将 留 数 和 定理 用 于 它 , 有 


1 1 
2 十 roo TI = 0. 
但 是 此 函数 在 无 穷 远 点 有 16 阶 零点 , 故 它 在 z = oo 邻 域内 的 洛 朗 级 数 只 包含 了 从 


z-16 开始 的 负 寡 项 . 因此 它 在 无 穷 远 点 的 留 数 为 0, 从 而 在 所 有 有 限 奇 点 的 留 数 和 为 
零 , 即 了 = 0. 兴 # 
最 后 我 们 给 出 一 个 将 柯 西 留 数 定理 应 用 于 单 实 变 函 数 的 反常 积分 计算 的 例子 . 
我 们 计算 沿 实 轴 的 积分 0 
p(t) = A Td (11) 


其 中 + 为 实数 (因为 该 积分 被 函数 1/(z? + 1) 的 收敛 积分 所 控制 , 故 其 绝对 收敛 ). 
应 用 留 数 的 方法 如 下 . 将 被 积 函 数 延 拓 到 复 了 面 


f(z)= Tia 


87， 洛 朗 级 数 与 奇 点 * 105 . 


然后 选取 闭 的 围 道 使 它 包 含 了 积分 直线 的 一 段 [一 R, 以 及 任 一 连结 该 线段 两 端点 
的 弧 . 对 此 闭 围 道 应 用 柯 西 留 数 定理 , 再 后 取 当 R 一 oo 的 极限 . 如 果 这 时 算出 沿 添 
加 的 这 段 弧 上 的 积分 , 则 便 给 出 了 问题 的 解 . 

设 z = zx 十 iy; 考虑 到 |ettz| = e-yt. 我 们 将 其 分 为 两 种 情形 : t >0 和 + < 0. 
在 第 一 种 情形 我 们 用 上 半圆 y 封闭 线段 [-R, R], 并 沿 逆 时 针 方向 通过 (图 46). 当 
R > 1 时 所 形成 的 这 个 围 道内 有 一 个 f 的 一 阶 极点 z = i, 由 公式 (6') 容易 求 得 在 
该 点 的 留 数 为 : 二 

e e 
i 

由 柯 西 留 数 定理 有 


R 
/ f(z)dz+ / f(z)dz = Te 一 (12’) 
_R 7 


图 46 
因为 当 上 > 0 时 在 识 上 有 leitz|=e- 欠 和 1 及 |z2+1> 玉 2 一 1 故 对 沿 yr 的 


积分 有 估 值 

Rh 
< RT’ (13) 
由 此 看 出 , 此 积分 当 RR 一 co 时 趋向 于 0. 因此 , 在 (12') 中 取 RR 一 oo 时 的 极限 , 得 
到 当 t+>0 时 有 


eitz 
[ | 
了 7/ 1] 十 z2 
RR 


人 f(r)dr = Te 一 . (14") 


当 t < 0 时 , 估 值 (13) 不 再 成 立 , 这 是 由 于 |e*!| = e-Y 当 y 一 +oo 时 快速 地 
增 大 . 所 以 我 们 以 下 半圆 弧 xy 替换 圆 弧 yr (图 46). 设 沿 其 以 顺 时 针 绕 行 , 于 是 根 
据 柯 西 的 留 数 定理 , 当 R> 1 有 


R 
/ f(z)dr +/ f(z)dz = —27ires_i;f = re'. (12”) 
_R 和 


因为 当 t <0 时 ,在 上 有 |eit=e-y<1 以 及 |z2?+1|>RR-1, 故 f 沿 汶 
的 积分 当 RR 一 co 时 趋向 于 0, 从 而 在 (12”) 中 取 极 限 得 到 


/ pl nt (147) 
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联合 (14') 和 (14”) 我 们 得 到 了 最 终结 果 


人 £ ~ dr = We- 全 (15) 

以 后 我 们 将 多 次 利用 留 数 来 计算 各 种 不 同 的 积分 . 我 们 最 后 证 明 一 个 在 这 些 计 
算 中 有 用 的 引 理 . 

引 理 ( 若 尔 当 ) 外. 设 函 数 了 在 {Imz > 0} 中 除去 孤立 奇 点 外 处 处 全 纯 , 并 且 
在 半圆 yk = {|z| = R, Imz >0} 上 当 玉 一 oo 时 M(R) = max|f(z)| 趋向 于 零 (或 
者 有 子 序 列 忆 , 一 co 使 得 YR, 不 包含 了 的 奇 点 ). 于 是 对 任意 入 > 0， 

f(z)e dz (16) 

当 R 一 00 时 趋向 于 零 (或 者 按照 相应 的 序列 RR 一 00). 


( 引 理 的 意义 在 于 , M(R) 趋向 于 零 会 如 此 慢 , 以 致 于 f 沿 Ya 不 一 定 会 趋向 零 ， 
而 乘 以 指数 因子 etxz 则 加 快 了 趋向 于 零 的 速度 .) 


证 明 . 以 yh = {z = Rei? : 0 < yp < 7/2} 表示 YR 的 右边 半 个 . 由 于 当 
yp € [0,7/2] 时 正弦 曲线 的 凸 性 , 我 们 有 sin p > 2p, 从 而 表明 在 yh 上 有 估 值 |eixz| = 
eKsiny < e 一 2ARPp/r 因此 
fe < M(R) 人 : e-2XRP/rRdp = M(R)(1 二 

YR 0 
从 而 沿 yh 的 积分 当 RR 一 oo 时 趋向 于 零 . 对 于 冶 = YR \ Yk 的 估 值 可 类 似 
进行 “ 口 

从 这 个 证 明 中 可 看 出 , 在 此 引 理 中 全 纯 条 件 并 不 是 本 质 的 . 


习题 


1. 称 形 如 
Pie f(Od 


5 计生 才 
其 中 是 光滑 (或 可 求 长 ) 的 曲线 , f 是 在 Y 上 连续 (或 可 积 ) 的 函数 , 为 柯 西 型 积分 . 证 明 下 为 
在 蕊 \7 上 的 全 纯 函 数 , 并 在 无 穷 远 点 等 于 零 . 
2. 设 > 为 光滑 的 闭 若 尔 当 曲线 , D 为 那样 的 区 域 使 9D = 7 及 f € C1(Y). 证 明 , 当 穿 越 7 
时 柯 西 型 积分 所 产生 的 跳跃 等 于 f 在 穿越 点 的 值 . 更 准确 地 说 , 如 果 Co € YY, 且 z 一 Go 分 别 保 持 
在 DD 的 内 部 或 外 部 , 则 (z) 具有 极限 值 F+ (co) 和 F~(Co), 并 有 


Ft(C0) — FF (C0) = Fo) 


( 索 餐 蒋 基 公式 )| 提 示 : 将 F(z) 
r= /A+ Mo) /总 


2 


四 该 引 理 出 现在 1894 pr (C. Jordan, 1838 一 1922) 的 分 析 教 科 书 中 . 
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3. 在 上 面 问题 的 假设 下 , 证 明 以 下 这 些 条 件 中 每 一 个 都 是 柯 西 型 积分 成 为 柯 西 积分 的 充分 必 
要 条 件 : 

(a) 对 于 所 有 ze T\ 万 有 /LQ = 0 

(b) 对 于 所 有 n=0,1,2,… 有 [4"f(C)dc = 0. 

4. 设 f 在 圆 盘 {|z| < R}, R > 1 全 纯 ; 证 明 对 于 圆 {jz| = 1}, 它 的 模 的 平方 均值 等 于 中 心 
在 z = 0 的 泰勒 级 数 的 系数 的 模 平方 和 | 

5. 级 数 于 > 。 -于 -7 对 于 所 有 实 的 z 收敛 , 但 它 的 和 不 能 展 成 中 心 在 z = 0 的 泰勒 级 数 ; 
对 此 给 出 解释 . 

6. 证 明 , 任意 整 函数 f 如 果 恒 同 地 满足 关系 式 f(z 十 1) 三 f(z) 和 f(z+i) 三 f(z), 则 其 为 
常数 . 

7. 证 明 , 函数 f(z) = 所 旺 芋 dt 为 整 酉 数 . 

8. 设 f(z) = oanz” 在 闭 圆 盘 UD = {|z| < R} 全 纯 且 ao 关 0. 证 明 , 这 时 f 在 圆 盘 
{lzl < 各 } 中 不 取 零 , 这 里 的 M = maxzeev |f(z)|. 

9. 证 明 , 如 果 在 知 级 数 收敛 贺 盘 的 边界 上 至 少 有 一 个 它 的 和 函数 的 极点 , 则 此 震级 数 不 可 能 
在 该 边界 上 任 一 点 绝对 收敛 

10. 证 明 , 在 两 个 不 相交 紧 集 外 部 的 全 纯 函数 可 以 表示 为 两 个 函数 之 和 的 形式 , 其 中 一 个 函数 
在 其 中 一 个 紧 集 外 全 纯 , 而 另 一 个 在 其 他 一 个 外 全 纯 . 
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在 这 章 里 我 们 还 要 考虑 复 分 析 的 另 一 个 最 基本 的 概念 : 解析 延 拓 的 概念 . 特别 ， 
它 可 以 让 我 们 引进 所 谓 的 多 值 解析 函数 . 

一 些 非常 简单 的 问题 引出 了 考察 多 值 解 的 必要 性 . 例如 , 方程 z = w? 对 任意 固 
定 的 z 夭 0 有 两 个 符号 相 异 的 解 . 我 们 以 Vz 记 这 些 解 的 全 体 , 它 不 能 看 成 是 z 的 
函数 , 这 是 因为 按 定义 函数 是 单 值 的 . 试图 丢弃 函数 定义 中 单 值 条 件 立 即 会 带 来 极 
大 的 不 便 , 事实 上 , 譬如 在 和 Vz + Vz® 中 , 如 果 每 项 都 取 两 个 值 , 那么 需要 蕴含 什 
么 样 的 意思 ? 这 样 的 “多 值 函 数 ” 的 最 简单 的 运算 都 会 表现 出 非常 大 的 困难 . 解析 延 
拓 的 概念 却 让 我 们 克服 了 这 一 类 的 困难 . 


§8. 解析 延 拓 的 概念 


27. 基本 原理 及 其 延 拓 


我 们 仍然 在 单 值 (全 纯 ) 函数 理论 的 框架 内 开始 研究 解析 延 拓 的 概念 . 按 这 个 观 
点 , 对 于 初始 给 出 的 在 某 个 集合 M Cc C 上 的 函数 fo 的 解析 延 拓 , 我 们 理解 为 它 到 
函数 f 的 扩张 , 其 中 f 定义 在 某 个 区 域 D 2 M 上 , 使 得 f 在 D 中 全 纯 , 而 它 限制 
在 集合 M 上 与 fo 相合 : 


f Im= fo. 


这 样 的 问题 可 以 以 非常 不 同 的 方法 去 解决 . 譬如 , 在 第 一 章 里 我 们 曾 解 析 地 延 
拓 了 函数 ez, sin z 等 等 , 它们 最 初 定义 在 实 轴 及 上 而 被 延 拓 到 整个 复 平面 C 上 . 郴 


@ 如 果 将 Vz + Vz 像 集 合 那样 相 加 , 那么 这 个 和 便 成 为 三 值 的 了 ( 它 的 值 为 : 2wl，--2uwl 和 
0, 其 中 wi 是 Vz 的 两 个 值 中 的 一 个 ). 只 加 同 符号 的 值 吗 ? 但 这 在 复 分 析 中 完全 没有 意义 : 设 
V21 二 土 (1 十 让, 而 V 甩 = 土 (1 一); 在 和 v 五 +v 互 中 哪些 项 的 符号 是 一 样 的 ? 


数 sz 在 区 域 C\ {0} 上 给 出 ( 当 z = 0 是 无 定义 ); 写 出 它 以 2 为 宕 的 展开 式 : 


sin z 22 2z4 


i de 
4 3! : 
借助 于 此 我 们 得 到 了 这 个 函数 在 整个 C 平面 上 的 延 拓 (这 样 的 延 拓 等 价 于 按 连续 性 
函数 到 点 z= 0 的 扩张 ). 
反 过 来 , 级 数 和 


fo(z)=1+zZ+ 有 2 十 :… 
只 在 圆 盘 {|z| < 1} 有 定义 ( 且 全 纯 ), 这 是 因为 当 |z| > 1 时 级 数 发 散 . 但 将 此 几何 级 
数 求 和 后 , 我 们 得 到 fo(z) = 二 二, 从 而 所 得 公式 给 出 了 函数 fo 到 区 域 C\ {1} 的 解 
析 延 拓 . 


习题 . 证 明 , 级 数 2 0 二 在 |z<1 及 |z| >1 时 收敛 于 不 同 的 全 纯 函 数 
( 魏 尔 斯 特 拉 斯 , 1880 年 ). # 


考虑 不 太平 凡 的 例子 . 欧 拉 的 工 函数 在 Rez > 0 时 由 沿 正 半 轴 的 积分 定义 : 
T(z) = /| a (1) 


0 
其 中 t-: 对 于 t > 0 的 意思 是 ec-DPm+ 函数 
Fn(z) = A ett -ld (n=1,2,...) 


为 整 函 数 ， 这 是 因为 该 积分 在 平面 的 任意 点 上 可 以 对 参数 微分 ， 由 于 在 右 半 平 面 
{Rez > 0} 的 任意 紧 子 集 上 序列 {Fn} 对 于 z 一 致 收敛 于 I(z), 故 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 
定理 , 工 函数 在 右 半 平 面 全 纯 . 

如 果 z = Rez < 0, 则 积分 (1) 不 再 收敛 , 这 是 因为 当 t 一 0 时 被 积 函 数 过 快 的 
增 大 (我 们 有 | 芒 -!| = eRe(-D 了 mt = 好 -1 而 当 t 一 0 时 e-! 一 1). 如 果 从 e :在 0 
的 泰勒 展开 式 中 减 去 开始 的 一 些 项 时 , 我 们 得 到 了 当 t 一 0 时 趋向 于 0 的 因子 , 我 
们 就 可 改进 当 t= 0 时 的 收敛 性 . 当 Rez > 0 时 , 按 这 样 的 方法 得 到 


I(z) = 人 G 3 Et ) t*~ + [mgt fe et” dt 
或 者 ， 计算 出 初等 积分 有 
全 = 六 三 上 下 一 [ (一 -: > ) 六 eat+f e-ttz-1dt. (2) 


天 一 0 

在 这 个 等 式 中 ， 右 端的 第 二 个 积分 为 整 函数 (参看 前 面 ), 第 一 个 积分 对 z 在 半 

平面 {Rez > -人 mm 十 1)} 的 任意 紧 子 集 上 一 致 收 伍 (因为 
et 0 Dye 3 CY CD jx 
k= 二 7ni 十 1 

当 t 一 0 时 以 如 +1 的 速度 趋 于 零 ) 人 

因此 , 等 式 (2) 让 差 T(z) -- 并 0 5 守 解析 延 拓 到 半 平 面 {Rez > 一 (n 十 1)} 
上 , 结果 F(z) 自己 则 可 延 拓 为 在 此 半 平 面 上 的 亚 纯 函 数 . 
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因为 作为 n 可 以 取 任 意 的 自然 数 , 我 们 便 得 到 了 项 数 到 整个 平面 的 亚 纯 延 
拓 . 我 们 也 看 到 了 , 延 拓 了 的 天 数 在 点 零 以 及 所 有 负 整 数 点 上 具有 一 阶 极点 , 而 且 在 
点 z 二 一 k 的 留 数 等 于 (一 1)*/k! (k = 0,1,2,…). 在 图 47 上 给 出 了 工 函数 的 模 曲 
面 , 同时 画 出 了 等 模 曲 线 与 等 幅 角 曲线 . 


图 47 


这 里 所 显示 的 收敛 性 改进 的 方法 被 称 做 柯 西方 法 ; 在 第 五 章 中 我 们 将 再 次 应 用 
它们 (参看 第 45 小 节 ). 我 们 注意 ,TT 函数 到 左 半 平面 的 亚 纯 延 拓也 可 以 利用 旺 数 方 
程 T(z 十 1) = zT(z) 实现 , 该 函数 在 Rez > 0 处 满足 这 个 方程 . 事实 上 , 当 Rez>0 
我 们 可 以 写成 T(z) = ZeztD , 然后 注意 到 , 这 个 等 式 的 右 端 对 于 Rez > -1, z 关 0 有 
定义 . 重复 这 个 步骤 充分 多 次 , 我 们 将 下 函数 延 拓 到 任意 点 z, z 去 0, 一 1, 一 2,.…. 

当然 , 解析 延 拓 问题 不 总 是 有 解 的 . 回忆 第 25 小 节 的 例子 : 函数 


f(s)= 


nn 二 0 


在 单位 圆 盘 UV = {jz| < 1} 上 全 纯 , 但 圆 {|z| = 1} 是 它 的 奇 曲线 , 因此 函数 f 不 可 
能 解析 延 拓 到 任何 严格 包含 UV 的 区 域 . 


习题 .证明 , 如 果 函 数 f 在 圆 盘 U 中 及 它 的 边界 圆 的 每 点 全 纯 , 则 它 可 全 纯 地 
延 拓 到 圆 盘 U' 引 U. # 


如 果 函 数 f (如 在 所 提 到 的 例子 中 的 ) 在 某 个 区 域 D 中 全 纯 , 并 不 能 解析 延 拓 
到 任何 一 个 严格 包含 D 的 区 域 , 我 们 便 称 为 函数 f 的 全 纯 域 . 在 第 46 小 节 我 们 
将 证 明 , 每 一 个 区 域 D c C 都 是 某 个 孙 数 的 全 纯 域 . 

现在 我 们 来 考虑 例子 , 它 让 我 们 不 得 不 扩张 所 采用 的 解析 延 拓 的 概念 . 首先 做 
几 个 关于 复数 的 平方 根 的 简单 注释 . 如 果 z = reip, 则 Vz = Vrei?/?, 并 且 对 于 给 定 
的 z 关 0, w= argz 的 值 可 以 选取 到 差 一 个 2x 的 整数 倍 . 但 是 如 果 与 任意 y 的 值 同 
时 取 y 十 2r, 则 新 的 根 的 值 VFei(e+2r)/2 = 一 Yrei?/? 与 原来 的 根 差 一 个 符号 . 因此 
当 z 关 0 时 Vz 有 两 个 值 , 从 而 不 是 个 函数 . 在 附加 一 些 条 件 后 , 可 以 在 某 个 区 域 中 


§8， 解 析 延 拓 的 概念 .111 . 


从 Vz 的 值 中 选 出 一 个 项 数 , 使 它 能 够 保证 对 于 所 有 z € D 的 p = argz 值 的 单 值 
选取 . 如 果 这 样 的 函数 在 D 中 连续 , 则 称 它 为 在 这 个 区 域 中 的 一 个 根 分 支 . 

例如 , 我 们 考虑 圆 盘 Uo = {lz 一 1| < 1}, 在 其 上 的 根 分 支 

w= fo(2) = Vrew/?, (3) 

它 所 挑选 的 条 件 为 一 X/2 < pg < T/2. 因为 反 电 数 z = w? 是 单 值 的 , 故 有 在 凯 
上 互 为 单 值 人 和 以 利用 反 郴 数 的 微分 法 则 @. 按 此 法 则 , 在 每 个 点 
2Ezo 存在 fo(z) = Fr 

因此 , 基数 如 在 Uo 中 全 纯 (我 们 有 在 Uo 中 fo 去 0). 

我 们 现在 通过 扩张 p = argz 的 变化 区 域 并 留意 使 w 的 选取 保持 单 值 , 来 解析 
延 拓 上 果 数 fo (于 是 , 按照 前 面 那样 , 哺 数 从 而 也 保持 了 全 纯 ). 如 果 我 们 向 yp 增 大 的 
一 侧 扩张 该 区 域 , 则 , 壁 如 , 在 圆 盘 U = {|z 十 1| < 1} 中 由 条 件 


f(z) = Vre'?/?2, 7/2 < p < 37/2 (4) 


定义 的 函数 f (图 48). 
2 
\ Ss 


图 48 


如 果 我 们 朝 y 减 小 的 方向 走 (图 48 中 的 虚线 ), 则 得 到 在 同一 圆 盘 中 的 函数 
g(z) = Vre?/2, -3r/2 < p < 一 T/2. (5) 

在 同一 个 点 z E U 上 , p = argz 的 第 二 个 值 比 第 一 个 小 了 2r, 因而 f(z) 与 g(z) 
的 值 差 一 个 符号 (例如 , 点 z = 一 1 在 第 一 个 延 拓 方式 下 需 写 成 p = r, 从 而 表明 
f( 一 1) = eir/2 = i, 而 在 第 二 个 方式 下 , p = 一 7, 故而 g( 一 1) = e-"/2 = 一 i). 因此 , 在 
fo 的 解析 延 拓 的 不 同方 式 下 , 我 们 得 到 了 在 圆 盘 U 中 两 个 不 同 的 函数 f 和 9. 

对 在 上 述 例子 中 所 描述 现象 能 够 有 清晰 地 了 解 是 与 19 世纪 中 叶 的 两 位 杰出 的 
德国 数学 家 的 名 字 紧 密 相 关联 的 , 他 们 就 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 和 黎 曼 . 我 们 在 这 里 集中 
注意 于 其 中 一 位 的 生平 概述 (对 于 黎 曼 , 我 们 将 在 后 面 的 第 40 小 节 谈 及 ). 


@ 事 实 上 , 由 于 单 值 性 , 映射 z 一 w 当 Az 尖 0 时 我 们 有 Aw 关 0, 因而 
Aw _ 1 
Az Az/Aw 


由 于 这 个 映射 的 连续 性 , 当 Az 一 0 时 有 Aw 一 0, 于 是 如 果 存 在 limaw-,.o 名 = z'(w) 关 0, 则 在 
(*) 中 取 当 Az 一 0 时 的 极限 , 我 们 便 得 到 , lima._,o A 存在 且 等 于 w'(z) = 1/z'(w). 


(*) 
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历史 注 记 


魏 尔 斯 特 拉 斯 (K. Weierstrass) 在 1815 年 生 于 一 个 官员 之 家 . 1834 年 在 他 父亲 
的 坚持 下 他 进入 了 波恩 大 学 法 律 系 . 但 他 对 那些 课程 不 予 理 上 , 不 参加 考试 , 取 而 代 
之 地 是 独立 地 专心 研究 数学 . 在 1839 年 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 转 到 了 明 斯 特 学 院 , 为 当 一 
个 数学 老师 做 准备 . 在 那里 他 听 了 古 德 曼 (Ch. Gudermann) 教授 的 课 (成 为 他 的 唯 
一 听课 人 ), 并 在 1841 年 到 1842 年 完成 了 他 的 第 一 次 四 项 学 术 工 作 , 特别 他 证 明了 
在 圆 环 全 纯 的 表 数 用 正 寡 和 负 寡 级 数 表示 的 可 能 性 . 但 是 这 个 被 称 为 明 斯 特 笔记 只 
是 到 了 1894 年 才 出 版 . 

在 明 斯 特 的 一 年 见习 期 之 后 他 得 到 了 一 所 外 省 城市 的 初级 文科 中 学 的 教师 职位 ， 
教 植物 , 地 理 , 习 字 , 甚至 体操 课 . 尽管 每 周 有 30 小 时 的 教学 负担 , 他 仍 努 力 地 从 事 
了 数学 研究 , 发 表 了 几 篇 文章 . 在 1854 年 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 状况 得 到 急剧 地 改变 : 他 
的 结果 受到 了 赞扬 , 他 不 经 答辩 便 得 到 了 博士 学 位 , 还 有 了 一 年 的 假期 . 

在 1856 年 魏 尔 斯 特 拉 斯 成 了 柏林 大 学 的 教授 及 柏林 科学 院 院士 . 他 在 柏林 大 
学 的 授课 , 除 因 生病 而 间断 外 , 持续 了 30 年 . 他 的 讲课 和 学 术 活 动 使 他 赢得 了 国际 
声誉 , 也 因此 有 了 许多 学 生 . 特别 在 1864 年 他 被 选 为 彼得 保科 学 院 的 通讯 院士 (由 
布 尼 亚 科 夫 斯 基 (B. 肛 . Byssaxkosckui) 和 索 莫 夫 (II. I. Comos) 为 其 代表 人 ), 并 
在 1870 一 1874 年 给 予 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 (C. B. Kopazmrgeckarg@ 私人 授课 , 在 他 一 
生 中 始终 保持 了 与 她 的 友谊 . 
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魏 尔 斯 特 拉 斯 (Karl Theodor Weierstrass) 
(1815—1897) 


魏 尔 斯 特 拉 斯 对 于 科学 工作 的 特点 是 逻辑 的 严格 性 与 系统 性 . 他 发 表 的 工作 并 
@ 柏 林 大 学 的 学 术 委员 会 不 允许 妇女 旁听 . 
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不 是 非常 多 , 但 却 得 到 了 在 实 分 析 与 复 分 析 、 微 分 方程 理论 、 变 分 法 以 及 几何 中 的 一 
系列 基础 性 结果 
魏 尔 斯 特 拉 斯 在 1861 年 开始 从 事 解析 延 拓 的 问题. 希望 能 避 开 与 多 值 函 数 相关 
的 无 定义 性 及 不 便 之 处 , 他 在 他 自己 的 理论 基础 上 建立 了 相互 以 特殊 方式 关联 的 守 
级 数 体系 . 就 是 说 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 考虑 了 以 。 为 圆心 的 圆 盘 U 上 全 纯 的 函数 , 它 由 
其 泰勒 展开 式 给 出 _ 
1 人 = Don(z— a)", (6) 
n=0 


与 其 一 起 的 还 有 这 个 级 数 的 所 有 可 能 的 以 z 一 b 的 医 的 重新 展开 , 其 中 的 be Ui: 


Oo 


(n) 
ROPDDE 定 (一 " (7) 


n=0 
级 数 (7) 在 以 b 为 圆心 的 一 个 圆 盘 VU。 上 收敛 , 而 在 交集 Zn Us 中 也 数 f = fi. 
圆 盘 UV。 肯定 能 达到 UV 边界 , 而 且 在 一 些 情形 下 会 超出 它 的 范围 之 外 (图 49)， 
于 是 函数 fo 便 将 f 解析 延 拓 到 圆 盘 wo@. 重复 这 个 解析 延 拓 的 步骤 , 我 们 可 能 ( 像 
上 面 所 考察 的 例子 那样 ) 走 到 与 出 发 的 圆 盘 UV 相交 的 贺 盘 V (甚至 就 与 UV 重合 )， 
但 在 U 与 Y 的 公共 点 上 所 得 函数 与 f 不 同 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 为 了 在 这 个 过 程 中 与 多 
值 函 数 不 相 关联 , 需要 一 直 关 注 的 不 但 是 函数 ,而 且 还 有 在 其 上 给 出 了 这 些 函 数 的 
圆 盘 . 


图 49 


大 约 在 此 的 十 年 后 , 黎 曼 概述 了 研究 多 值 函 数 的 几何 方法 . 他 建议 将 在 解析 延 
拓 过 程 中 得 到 的 新 的 值 (譬如 , 如 果 用 前 面 的 记号 , 即 在 圆 盘 V 中 的 值 ) 不 再 指派 给 
老 的 点 z, 而 是 给 新 的 , 位 于 它 上 面 的 点 (例如 , 假定 圆 盘 Y 位 于 圆 盘 UV 的 上 方 ). 这 
样 可 得 到 位 于 复 平面 上 方 的 多 叶 曲 面 , 在 位 于 每 点 z 上 面 有 多 少 叶 , 所 考察 的 多 值 
函数 在 该 点 便 取 多 少 个 值 . 在 这 个 曲面 上 (现在 称 之 为 黎 曼 面 ) 多 值 郴 数 现在 便 成 为 
单 值 函 数 了 . 稍 后 我 们 将 要 更 仔细 地 谈 及 这 个 曲面 . 
那么 , 黎 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 所 引进 的 构建 多 值 函 数 的 主要 思想 在 于 , 与 函数 一 
@ 例 如 , 按 寡 z+1/2 重新 展开 收敛 于 圆 盘 {|z| < 1} 中 的 阻 数 1/(1 一 z) 的 几何 级 数 1+z 十 z2 十 ,……， 
则 新 的 级 数 在 圆 盘 {|z + 1/2| < 3/2} 中 收敛 , 圆 盘 的 半径 等 于 从 圆心 a = -1/2 到 点 z = 1 的 距离 ， 
在 此 点 函数 不 再 全 纯 . 
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起 的 还 必须 考虑 一 个 新 的 对 象 , 即 由 中 数 ( 单 值 的 ) 及 它 在 上 有 定义 的 区 域 所 组 成 的 
偶 对 . 解析 延 拓 过 程 中 的 这 种 偶 对 构成 了 可 能 是 多 值 的 解析 函数 . 转向 严格 的 定义 . 


定义 1， 称 由 圆 盘 UV = {flz - al < R} 和 函数 f 组 成 的 偶 对 F = (U, f) 为 典范 
元 或 简称 元 是 指 , 其 中 的 U 是 以 a 为 圆心 的 使 f 在 其 上 为 全 纯 的 最 大 圆 盘 . 称 点 a 
为 元 FF 的 中 心 , 而 U 为 其 圆 起 ; 称 在 点 z e U 的 值 f(z) 为 元 FF 在 该 点 的 值 . 


如 果 a e C, 则 f 由 泰勒 级 数 (5) 表示 , U 便 是 它 的 收敛 圆 盘 . 如 果 a = co, 则 
它 的 展开 式 在 圆 盘 U = {|z| > R} 上 具有 形式 


C—n 
Te (8) 


九 一 0 


(参看 第 25 小 节 ). 

有 时 考虑 这 样 的 偶 对 下 = (Z f) 要 方便 一 些 , 其 中 的 f 在 UV 上 全 纯 , 但 UV 并 
不 是 以 给 定点 c 为 中 心 的 最 大 全 纯 性 圆 盘 . 简单 地 称 这 样 的 偶 对 为 元 , 但 如 果 需 要 
强调 这 一 点 时 , 便 称 其 为 非典 范 元 . 


定义 2， 称 元 下 = (Uf) 和 G = (Vg) 为 互 为 直接 解析 延 拓 是 指 , 如 果 圆 盘 U 
和 Y 有 非 空 交 , 并 在 其 上 f = 9. 


如 果 元 G 的 中 心 5 属于 U, 则 9 经 由 f 由 (7) 表达 , 即 由 f 的 级 数 重新 按 (z 一 品 
的 短 展 开 得 到 的 g 的 展开 式 , 但 在 一 般 情形 b 可 能 不 会 属于 U. 然而 当 U, f,V 给 
定时 , 函数 9 便 被 一 一 地 决定 , 这 是 因为 它 在 交集 UNV 与 了 重合 (22 小 节 的 唯一 
性 定理 ). 


定义 3， 称 元 = (U, 了) 与 G = (Vg) 互 为 解析 延 拓 (没有 “直接 ”二 字 ) 是 说 ， 
如 果 存 在 元 Fy = (U,, f»), = 1,.: ,4 的 有 限 长 的 链 (图 50), 使 得 Fi 为 Fr 的 直接 
解析 延 拓 , Fi 是 G 的 直接 解析 延 拓 , 每 一 个 玉 是 -1 (v = 2,… ,i) 的 直接 解析 
延 拓 . 
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例 、 元 Fo = (Up, fo), 其 中 Uo = {lz 一 1| < 1}, fo 是 在 (3) 中 定义 的 Vz 的 那个 
根 分 支 , 而 下 = (U, 了), 其 中 UV = {lz 十 1| < 1}), fF 为 在 (4) 中 定义 的 那个 根 分 支 , 它们 
两 个 都 是 典范 的 元 , 这 是 因为 在 它们 的 边界 上 有 fo 与 f 不 能 解析 延 拓 的 点 z = 0 ( 导 
数 用 (z) = 去 及 相似 的 f'(z), 当 z 一 0 时 无 限 地 增 大 ). 它们 不 是 互 为 解析 延 拓 的 ， 
这 是 由 于 它们 的 圆 盘 甚 至 都 不 相交 . 然而 元 所 = ( 辜 , 用 ), 其 中 = {lz 一 i 计 < 1}， 
以 及 
fi(z) = Vrew/?, 0<y<, (9) 
显然 既是 本 的 也 是 FF 的 直接 解析 延 拓 , 从 而 Fo 与 下 互 为 解析 延 拓 . 


类 似 地 , 元 Fi = (U1,f_1), 其 中 U1 = {lz+ 计 <1 以 及 f_1(z) = Vre'?/2, 
-T<w%<0( 图 51), 为 而 与 (5) 中 定义 的 G 的 直接 解析 延 拓 . 所 以 链 Fi, Fo, FF_i， 
G 的 存在 表明 元 F 和 G 相互 解析 延 拓 ; 它们 的 圆 盘 重合 , 但 它们 对 应 的 函数 差 一 个 


IT 人 


图 51 


28. 单 值 性 定理 


我 们 还 有 必要 了 解 沿 一 条 道路 进行 解析 延 拓 的 概念 . 不 失 一 般 性 , 我 们 将 假定 ， 
对 于 这 里 所 考虑 的 所 有 道路 , 其 参数 都 在 区 间 I = [0, 1] 中 变化 . 


定义 1， 典 范 元 Ro = (Uo, fo) 在 以 这 个 元 的 中 心 ae = ?7(0) 为 起 点 的 沿 道 路 
7y: 了 一 C 如 果 存 在 一 族 以 at = ~y(t) 为 中 心 和 非 零 半径 的 元 
R= (Un,f), tel, (1) 


它们 满足 以 下 条 件 : 如 果 u(to) C 工 表示 to e 了 的 一 个 连通 邻 域 , 使 得 对 于 所 有 的 
te u(to) 有 Y(t) € Ue。 (由 道路 的 连续 性 , 存在 这 样 的 邻 域 ), 则 对 于 任意 te w(to), 元 
所 是 Fi 的 直接 解析 延 拓 (图 52). 

在 这 个 定义 中 , 只 有 t 靠近 to 时 , Fi 才 是 ,的 直接 解析 延 拓 , 这 一 点 是 本 质 
性 的 ; 如 果 在 圆 盘 Us。 中 有 远离 to 的 那 种 点 , 则 尽管 它 的 圆 盘 也 与 Vi。 相交, 它 的 元 
不 必 具 有 这 些 性 质 . 
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如 果 元 名 可 沿 7 延 拓 , 则 称 族 (1) 的 元 五 (以 道路 的 终点 5= ?7(1) 为 中 心 ) 是 
由 Fo 治 “Y 解析 延 拓 得 到 . 

首先 证 明 沿 道路 延 拓 的 唯一 性 . 为 此 我 们 约定 , 两 个 典范 元 F = (UV,f) 和 G = 
(V,g) 相等 (F = G) 是 指 , 如 果 U =V 且 在 此 圆 盘 上 f = g. 


定理 1。 如 果 典 范 元 Fo 可 沿 道路 y 延 拓 , 则 作为 它 沿 该 道路 解析 延 拓 的 结果 
所 得 到 的 是 一 个 完全 确定 的 元 , 它 不 依赖 于 实现 这 个 延 拓 的 族 的 选取 . 


证 明 . 设 元 三 与 G1 都 是 由 丽 沿 7 得 到 的 : 第 一 个 是 通过 元 的 族 Fi 而 第 二 
个 通过 了 族 Gt (Fo = Go, te 门 . 考虑 集合 EE = {t ET : Fe = Gt); 因为 它 包 含 了 点 
t = 0 故 非 空 . 

这 个 集合 为 开 (在 I- 拓 扑 下 ). 事实 上 , 设 to € B, 即 Fi。= Gt; 由 道路 的 连通 
性 , 存在 邻 域 u(to) C 使 得 对 所 有 的 te u(to), 点 y(t) 属于 元 Fi 与 Gte 的 公共 收 
敛 圆 盘 . 根据 定义 1, 对 所 有 t € u(to), 及 与 G 由 相等 的 元 Ft,。= Gio 的 直接 解析 
延 拓 得 到 , 从 而 它们 重合 (它们 的 函数 由 按 z - y(t) 的 寡 重 新 展开 fi。 的 级 数 得 到 . 
参看 前 一 小 节 的 公式 (7)). 因此 w(t) C 五 . 

然而 已 同时 还 是 闭 的 . 事实 上 , 设 to eT 为 EE 的 极限 点 , 而 u(to) 为 那样 的 邻 
域 , 使 得 对 于 所 有 的 te u(to) 点 7(t) 属于 元 Fi。 和 Ge 的 收敛 邻 域 中 较 小 的 那个 
( 记 以 W). 在 u(to) 中 存在 点 tL € B, 且 在 此 点 玉 , = Gu. 因为 Y(t1) e W, 故 玉 ， 
与 Gt, 是 相等 元 及 。 与 Gs。 的 直接 解析 延 拓 . 因此 在 W 与 Fi 与 Ci 的 收敛 圆 盘 
的 交 上 有 fi。 = gw, 但 这 时 根据 22 小 节 的 唯一 性 定理 知 在 W 上 处 处 有 ft。 = gwo， 
从 而 Fe 一 Crto， 即 to E bE. 

因此 , 非 空子 集 5 CT 既 开 又 闭 . 由 此 得 到 (第 4 小 节 ) E 三 了 特别 , 五 = G1. 

口 


现在 我 们 希望 证 明 , 沿 道路 的 延 拓 总 能 在 有 限 步 中 实现 , 也 就 是 说 , 可 作为 上 一 
小 节 的 意义 下 的 解析 延 拓 . 


引 理 ， 定义 在 沿 道路 - 解析 延 拓 的 族 (1) 中 典范 元 及 的 半径 R(t) 是 的 在 
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区 闻 I 上 的 连续 函数 , 否则 则 恒 等 于 无 穷 . 


证 明 ， 如 果 对 于 某 个 点 如 ET 有 R(to) = co, 则 对 应 的 函数 fi。 是 个 整 函数 , 根 
据 唯 一 性 定理 , 于 是 所 有 的 函数 记 全 都 为 整 函数 , 即 R(t) = oo. 为 了 证 明 在 另 一 种 
情形 下 的 引 理 , 我 们 注意 到 , 两 个 相互 为 直接 解析 延 拓 的 典范 元 Fi, 与 ,的 圆 盘 之 
间 不 可 能 紧 闭 包含 . 事实 上 , 如 果 , 壁 如 说 , Ut € Do, 则 f4 就 在 中 心 在 y(t) 的 比 Ui 
更 大 的 圆 盘 中 全 纯 , 至 少 在 以 此 为 中 心 而 内 切 于 8Ui。 的 圆 盘 中 全 纯 . 因此 圆 87 与 
Us, 至 少 应 有 一 个 公共 点 , 并 由 在 图 53 中 所 画 的 三 角形 (如 果 U 内 切 于 8Ui, 它 退 
化 为 线段 ), 我 们 得 到 
RU — R(to)| < |7Y(t) — Y(to)|. (2) 


图 53 


由 沿 道路 延 拓 的 定义 , 如 果 t € w(to), 则 元 FE 是 ,的 直接 解析 延 拓 , 这 里 的 
u(to) 是 在 定义 中 提 到 的 那个 邻 域 . 因此 (2) 对 于 所 有 to eE I 和 所 有 t € w(to) 成 立 ; 
接 下 来 利用 函数 7 在 I 上 的 连续 性 即 可 . 口 

定理 2。 如 果 元 G 是 通过 瓦 沿 道路 7 的 解析 延 拓 得 到 , 则 G 是 第 27 小 节 的 
意义 下 的 解析 延 拓 . 

证 明 ， 设 所 , te 了 为 定义 了 沿 > 延 拓 的 元 族 . 如 果 R(t) 三 co, 则 定理 的 断言 
平凡 . 在 另外 的 情形 则 由 引 理 知 , 元 素 i 的 半径 R(t) 在 I 上 连续 , 从 而 存在 s > 0 
使 得 对 于 所 有 的 te I 有 R(t) > e. 由 于 函数 7 在 工 上 的 一 致 连续 性 , 可 以 选取 有 限 
个 点 刀 : 如 =0< 姓 <.… < 如 =1, 使 得 对 于 任意 世 克 e [ty_1i, 刀 |, v= 二 1,.…,n 有 
IY(#) 一 y(t)| < e. 由 沿 道 路 延 拓 的 定义 得 到 , 元 已 oO = 所 ,为 元 

F(v-l) 一 F,, (v=1,...,n) 
的 直接 解析 延 拓 然而 FO = FF, Fl = G, 因此 G 是 元 FF 的 解析 延 拓 . 口 
”最 后 我 们 来 证 明 沿 道路 的 解析 延 拓 对 于 此 道路 的 同 伦 形变 的 不 变性 . 


定理 3. 设 ?o 与 六 为 具 公 共 端 点 的 道路 , 且 在 保持 端点 不 动 下 同 伦 而 元 玉 洛 
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定义 了 同 伦 yo ~ 的 道路  (sE 了 7) 可 解析 延 拓 , 于 是 得 到 的 FF 沿 道路 yo 和 党 道 
路 | 的 延 拓 结果 相等 . 


证 明 . 设 沾 :IxI 一 C 为 定义 了 同 伦 Yo ~ i 的 函数 (参看 第 7 小节), 因而 
7Ys(t) = 7Y(s, t). 

以 元 族 Gs 表示 FF 沿 道 路 y。 的 解析 延 拓 , 而 以 G* = G3 表示 这 个 延 拓 的 结果 . 
我 们 来 证 明 , 在 定理 的 条 件 下 , Gs 在 s 的 充分 小 的 改变 时 不 变 , 因此 由 区 间 了 的 连 
通 性 得 到 Gs 不 依赖 于 s, 即 G? = G1, 从 而 得 到 所 要 求 的 . 

由 于 函数 在 了 TxT 上 的 一 致 连续 性 , 所 有 元 G; 的 半径 均 不 小 于 某 个 s > 0. 
由 同一 个 理由 , 对 于 任意 的 so e 了 可 以 找到 邻 域 u(so) Cc 了 使 得 对 于 每 个 s € w(to) 
及 所 有 的 teI 有 

|7(s, — 7Y(so, 0)| < e/2. (3) 
进而 , 像 在 定理 2 中 那样 , 可 以 找到 点 ty € I，(v = 0,… ,n) 使 得 对 于 所 有 t,t € 
[ty_1,ty] 和 所 有 的 s E wu(so) 有 

IY(8,2) — 7(s, 7")| < ef/2, (4) 
并 记 20 = (so, 妃 ), 和 一 3(s 加 ) (图 54). 为 简便 计 , 记 G?, = Gs, G3 = G3. 


图 54 


显然 , G3? 和 G3 相互 为 直接 解析 延 拓 : 由 (4) 我 们 有 |z9? 一 al < ae/2 及 |z1 一 
a| < e/2, 使 得 由 F 得 到 的 这 两 个 元 , 像 上 一 小 节 所 说 的 那样 重新 展开 级 数 . 进 
行 归纳 论证 , 我 们 假设 Gs ， 和 Gs_， 相互 为 直接 解析 延 拓 ; 于 是 ,因为 由 (3) 有 
[zy_1 一 20_1| < e/2, 故 G3_1 也 由 Gs 重新 展开 级 数 得 到 ， 由 构造 , Gs? 和 Gs 分 
别 是 元 Gs ， 和 Gs_， 的 直接 解析 延 拓 . 然而 由 (3) 和 (4) 我 们 有 |z2 一 zi| < /2 
和 |zy 一 2_1| < |zy 一 zd 十 |z0 一 2z9_1| <e 因此 Go 和 Gs 由 Gu-i 经 由 重新 
展开 级 数 得 到 , 就 是 说 , 它们 相互 是 直接 解析 延 拓 ， 于 是 由 归纳 , 所 有 的 元 Gs 和 
Gs (v = 1,.… ,n) 相互 均 为 直接 解析 延 拓 , 而 因为 Gs 与 Gs 还 有 公共 的 中 心 (点 
b), 故 它 们 相等 . 口 


注 . 如 果 即 便 沿 定义 同 伦 yo 和 yi 的 % 中 有 一 条 道路 元 F 不 能 延 拓 , 则 它 沿 
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?7o 和 7 延 拓 的 结果 可 能 就 是 不 同 的 . 事实 上 , 设 Yo 和 i 为 {lz| = 1} 的 上 半圆 和 
下 半圆 . 它们 显然 是 同 伦 的 , 而 它们 的 同 伦 可 由 通过 点 士 1 的 圆 弧 ys, 0< s<1 实 
现 (图 55). 设 为 确定 起 见 , 以 my2 表示 线段 [1, 一 1]. 


元 名 = (Un, fo) 为 在 第 27 小 节 中 考察 过 的 例子 , 其 中 Uo = {lz 一 1| < 1), 而 
fo 为 满足 条 件 -r/2 < argz < 7/2 的 Vz 的 分 支 , 它 沿 着 任意 弧 ys，s 冯 1/2 (如 上 
面 所 说 , 对 于 这 样 的 延 拓 只 要 argz 沿 该 弧 连 续 变 化 即 可 ). 沿线 段 myz 则 不 能 解析 
延 拓 , 这 是 因为 它 包含 了 点 z = 0 (参看 27 小 节 末 尾 的 例子 ). 由 于 这 个 原因 , 定理 
3 不 能 使 用 , 而 沿 yo 和 7 的 延 拓 实际 上 导出 了 不 同 的 元 : 在 27 小 节 末 尾 的 例子 中 
表 出 的 和 G. 事实 上 , 沿 所 有 道路 y,,，0 < s < 1/2 都 导出 元 F, 而 对 所 有 道路 
?es 1/2 < s<< 1 则 都 导出 G.  # 


在 单 连通 区 域 D, 任意 具 公 共 端 点 的 道路 都 同 伦 . 因此 有 定理 3 特别 可 以 推出 


定理 4. 如 果 元 Fo 沿 单 连通 区 域 DD 任 一 条 道路 均 可 解析 延 拓 (起 点 在 Fo 的 
中 心 ), 则 它 沿 DD 中 道路 延 拓 的 结果 不 依赖 于 道路 的 选取 , 而 由 道路 的 终点 唯一 决定 . 


通常 称 这 个 定理 为 单 值 性 定理 (希腊 文 gpohog : 赛跑 的 地 方 ). 也 可 以 称 它 为 狭 
义 的 单 值 性 定理 , 而 把 不 加 修饰 词 的 留 给 更 一 般 的 定理 3. 


89. 解析 水 数 


上 一 节 所 描述 的 解析 延 拓 的 理论 ,让 我 们 能 够 摆脱 模糊 不 清和 纠结 的 状态 , 清 
晰 地 引进 多 值 函数 的 概念 ; 我 们 在 前 面 已 经 说 过 这 件 事 了 . 作为 一 个 基础 概念 的 解 
析 函 数 , 从 现代 观点 看 来 , 它 不 是 很 合适 的 一 个 词汇 , 因为 它 描述 的 并 不 是 一 个 函数 ， 
而 完全 是 另外 一 个 对 象 , 即 相 互 为 解析 延 拓 的 元 的 集合 . 
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29. 解析 函数 的 概念 
我 们 采用 


定义 1， 解析 函数 的 是 个 典范 元 的 集合 多 ,其 中 的 这 些 典 范 元 是 由 某 一 个 元 
F 玉 = (U, 了) 沿 由 元 F 的 中 心 a 出 发 的 全 部 道路 的 所 有 可 能 的 解析 延 拓 得 到 的 . 


显然 , 这 个 概念 不 依赖 于 初始 元 FF 的 选取 . 事实 上 , 设 G = (V,g) 为 属于 解析 
函数 多 的 任 一 个 元 . 于 是 G 由 F 经 沿 一 条 道路 ?> 解析 延 拓 得 到 . 然而 , F 也 由 G 
通过 沿 道路 >- 的 解析 延 拓 得 到 , 而 任意 其 他 的 由 FF 通过 沿 道路 入 解析 延 拓 得 到 的 
元 HH, 也 可 以 由 G 通过 沿 道路 >- U 和 (道路 连接 的 定义 可 参看 15 小 节 ) 的 解析 延 
拓 得 到 . 

据 此 ， 只 要 把 解析 函数 的 元 直接 列举 出 来 就 可 以 给 出 这 个 解析 函数 了 : 多 = 
{Fs}ae4, 其 中 4 是 个 任意 的 指标 集合 . 有 时 称 在 定义 1 中 引进 的 那个 对 象 为 完全 
的 解析 函数 , 而 解析 函数 则 指 多 的 元 的 任意 一 个 子 集 ; 它 的 意义 在 于 , 这 个 子 集 的 
任意 两 个 元 可 相互 解析 延 拓 . 


定义 2。 两 个 解析 函数 被 认为 是 相等 的 是 说 ， 如果 它 们 具有 至 少 一 个 公共 元 . 
(由 沿 道路 延 拓 的 唯一 性 定理 , 于 是 它们 所 有 相应 的 元 相互 相等 .) 


属于 解析 函数 .多 的 元 的 圆 盘 的 并 D = U__ ,Us 是 一 个 区 域 . 事实 上 , D 的 开 
性 质 是 显然 的 , 而 连通 性 可 如 下 得 到 : 对 于 任意 两 个 点 z，z/ e D, 考虑 Fo 与 Fo 
(使 得 z 和 z 分 别 属于 它们 的 圆 盘 ); 按照 第 28 小 节 的 定理 2, 那些 实现 了 元 Fw 
和 Fr 的 链 中 元 的 圆 盘 的 并 中 , 有 连接 z 和 zx 的 折线 

如 果 区 域 D 是 单 连通 的 , 且 某 个 元 Fo = (Uo, fo), Uo c D 沿 D 中 所 有 道路 均 
可 解析 延 拓 , 则 所 有 由 三 沿 D 中 道路 的 解析 延 拓 组 成 了 一 个 解析 函数 .多 ; 按照 上 
一 小 节 的 单 值 性 定理 , 它 就 是 通常 D 中 的 全 纯 函数 : 在 每 个 点 z e D, 所 有 其 圆 盘 
包含 了 z 的 元 Fe 多 是 恒 同 的 . 而 在 一 般 情形 , 并 不 满足 单 值 性 定理 的 条 件 , 故 就 
不 再 如 此 : 属于 解析 函数 多 的 不 同 元 在 同一 点 的 值 可 以 不 相同 (多 次 讨论 过 的 前 面 
小 节 的 Vz 可 以 充 作 例子 ) 在 这 时 我 们 说 , 是 在 D 中 的 多 值 解析 函数 . 

然而 , 即便 2 在 D 中 多 值 , 也 可 以 有 子 区 域 G c U, 使 得 沿 G 中 的 道路 8 的 
元 的 延 拓 给 出 单 值 , 从 而 是 G 中 的 全 纯 函 数 @. 称 这 样 的 函数 为 解析 函数 . 的 一 个 
分 支 . 例如 , 如 果 存 在 沿 着 G 中 整 条 道路 延 拓 的 元 已 e 多 , 其 中 G c DD 是 一 个 任意 
的 单 连通 子 区 域 , 则 分 支 可 以 按 单 值 化 定理 被 分 离 出 来 (特别 的 , 该 分 支 可 以 在 
元 (U, f) e 多 的 任意 圆 盘 中 被 分 离 出 , 即 函数 月. 

对 于 多 值 函数 , 有 那样 的 点 , 它 属于 该 函数 的 元 的 不 同 圆 盘 , 而 这 些 元 在 这 个 点 
有 不 同 的 值 . 在 一 个 固定 点 , 一 个 解析 函数 可 以 取 多 少 个 值 ? 以 下 定理 给 出 了 这 个 问 


@ 我 们 注意 , 沿 那些 越 出 G 范围 的 道路 的 延 拓 可 以 引 向 在 点 ze G 的 不 同 的 值 . 参看 前 面 小 节 
的 例子 . 
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题 的 回答 . 


定理 1 ( 庞 加 莱 - 沃 尔 泰 拉 )@. 解析 函数 在 一 个 固定 点 最 多 是 以 该 点 为 中 心 的 
一 个 可 数 的 不 同 元 集合 . 


证 明 .， 设 此 解析 函数 由 初始 元 Fo 定义 , 其 中 心 为 a, 而 z 为 区 域 D 中 的 任 一 
点 , 其 中 D 由 从 而 的 延 拓 得 到 的 元 的 圆 盘 形成 . 根据 28 小 节 的 定理 2, 任何 属于 
这 个 函数 的 中 心 在 点 z 的 元 FF 可 以 通过 中 心 在 a,z1,… ,zn-1,2 的 有 限 个 元 的 链 得 
到 , 在 其 中 , 每 个 后 面 的 元 都 是 前 一 个 的 直接 解析 延 拓 . 

不 失 一 般 性 , 可 以 假设 点 zw (zy = 1,… ,n 一 1) 为 有 理 点 ( 即 Rez 和 Imzv 为 
有 理 数 ). 事实 上 , 设 开始 时 元 FF 的 中 心 zz/ (v = 1,… ,n 一 1) 为 任意 . 在 每 点 z' 的 
适当 小 的 邻 域 中 取 有 理 点 z,, 并 替换 FF 为 它 的 中 心 在 z, 的 直接 解析 延 拓 F,. 显 
见 (参看 28 小 节 的 定理 3 的 证 明 ), 当 |z/ - zz| 充分 小 时 , 沿 新 的 链 的 延 扼 结果 与 老 
的 相同 . | 

还 需 注 意 到 , 元 FF 的 中 心 在 有 理 点 的 所 有 可 能 的 直接 解析 延 拓 五 的 集合 是 可 
数 的 , 而 且 元 请 ,… , F_1 的 这 种 集合 也 同样 如 此 . 因为 给 出 了 -1 和 点 z 便 一 
一 地 确定 了 元 F (虽然 不 同 的 ,_1 可 以 给 出 同一 个 F), 故 所 有 可 能 的 元 FF 的 集合 
最 多 可 数 . 口 


我 们 将 在 下 一 小 节 引 进 一 个 解析 函数 的 例子 , 它 与 区 域 D 的 点 相关 联 的 值 的 集 
合 是 (可 数 ) 无 穷 的 . 

在 研究 解析 函数 时 , 将 上 面 采 用 的 元 的 概念 加 以 推广 是 有 用 的 . 就 是 说 , 对 于 解 
析 函 数 .多 的 元 , 可 理解 为 偶 对 F = (D, f), 其 中 D c C5 为 任 一 区 域 , 而 了 是 有 多 在 
这 个 区 域 中 的 一 个 分 支 中 的 全 纯 函 数 (当然 , 假定 在 D 中 全 纯 分 支 存在 ). 直接 称 任 
一 个 偶 对 (D, f), fe O(D) 为 解析 元 . 我 们 说 两 个 这 样 的 元 (D,f) 和 (G,9) 相互 直 
接 解析 延 拓 是 指 , 如 果 交 DNG # C, 且 至 少 在 此 交 的 一 个 连通 分 支 中 f = 9 (在 交 
的 其 他 连通 分 支 中 , 如 果 有 的 话 , 函数 f 和 9 不 必 相 等 ; 见 图 56). 


四 这 个 定理 于 1888 年 由 庞 加 菜 和 意大利 数学 家 沃 尔 泰 拉 (V. Volterra, 1860 一 1940) 独立 发 表 . 
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对 于 元 的 圆 盘 , 解析 延 拓 (没有 “直接 ”二 字 ) 也 同样 要 定义 ; 参看 27 小 节 的 定 

男 一 方面 , 引进 摆脱 具体 区 域 选 取 的 概念 是 有 用 的 . 为 此 , 引进 

定义 3， 称 两 个 在 它们 的 区 域 中 都 包含 了 点 a € C 的 元 (D, f) 和 (G,g) 为 在 
点 a 等 价 是 说 , 如 果 存 在 该 点 的 邻 域 , 在 其 中 有 f = g@. 称 在 点 a 等 价 于 (D, 了 ) 的 
元 的 集合 为 它 在 此 点 一 个 解析 函数 芽 , 记 为 f,. 


芽 的 概念 的 意义 在 于 它 是 元 概念 的 局 部 化 : 不 是 考虑 一 个 固定 的 元 ,而 是 考虑 
等 价 于 它 的 所 有 元 的 类 (在 其 中 , 它们 的 区 域 可 以 任意 地 小 ), 从 而 我 们 突出 的 是 , 更 
广泛 地 将 等 价 的 元 联合 在 一 起 . 因此 , 芽 特 征地 刻画 了 函数 在 所 考虑 的 点 上 的 局 部 
性 质 的 . 显然 , 芽 f。 可 恒 等 于 复数 fo(a) 的 全 体 , 它们 刻画 了 f 在 点 a 的 泰勒 展 
开 式 的 系数 . 

按照 所 给 出 的 解析 函数 的 芽 也, 则 可 以 完全 决定 这 个 函数 : 只 要 取代 表 f, 的 
任 一 个 元 (D, j) 就 可 以 了 , 并 也 可 以 由 它 实现 它 的 所 有 可 能 的 解析 延 拓 . 反之 , 每 个 
在 任意 点 z 的 解析 函数 连同 属于 它 的 元 的 区 域 可 以 等 同 于 芽 f, 的 集合 : 这 些 元 在 
点 z 的 等 价 类 (根据 定理 2, 这 个 集合 不 大 于 可 数 ). 因此 , 解析 函数 可 以 看 作 属 于 它 
的 芽 的 那个 集合 ( 它 的 更 详细 的 情形 可 参看 本 章 末 尾 ). 

在 固定 点 z 上 的 解析 顶 数 的 芽 可 进行 通常 的 分 析 运 算 . 那么 , 对 于 芽 f, 的 导数 
玫 可 理解 为 等 价 于 (D, f') 的 元 的 类 , 其 中 (D, f) 是 类 Ff, 的 任 一 个 代表 元 (显然 ， 
f 不 依赖 于 代表 元 的 选取 ). 相似 地 , 可 定义 和 了, 十 9g, 与 积 f,g, (例如 了 .+9: 是 
等 价 于 (U, f +9) 的 元 的 类 , 其 中 (D, f) 与 (G,g) 分 别 代 表 了 f, 和 g,, 使 得 DNG 
包含 了 邻 域 U3 z). 分 式 f,/g, 不 总 是 有 定义 : 它 对 于 那些 在 点 z 取 0 的 芽 g, 没 
有 定义 . 

因此 , 在 固定 点 z 的 解析 函数 的 芽 在 代数 上 是 个 环 . 我 们 将 它 以 同样 的 符号 O。 
表示 , 它 是 一 个 在 点 z 的 全 纯 函 数 的 环 (参看 第 6 小 节 ): 本 质 上 它们 是 同一 个 对 象 . 

对 于 解析 函数 (而 不 是 它们 的 芽 ) 这 些 运算 并 不 总 有 定义 ; 例如 考虑 两 个 解析 
函数 的 加 法 运算 . 首先 必须 要 有 可 能 选 出 这 些 函 数 的 具有 公共 定义 区 域 的 元 ， 设 为 
(D,f) 和 (D,9). 属于 这 些 元 的 全 纯 函 数 f 和 9 是 所 考虑 的 在 区 域 D 的 解析 天 数 的 
分 支 : 这 时 便 可 以 进行 加 , 并 记 为 元 (D, +9). 由 (D,f +9) 通过 所 有 可 能 的 解析 
延 拓 得 到 的 元 的 集合 , 构成 了 新 的 解析 函数 ,自然 可 以 将 其 认为 是 原来 两 个 解析 了 顶 
数 的 和 . 但 是 这 样 的 定义 应 该 不 是 合理 的 , 即 不 依赖 于 初始 元 的 选取 , 而 这 个 条 件 不 
是 总 能 满足 的 . 

举例 来 说 , 上 面 所 考虑 的 函数 Vz, 按照 单 值 性 定理 , 容许 在 任 一 不 包含 z = 0 的 
单 连通 区 域 D c C 上 分 出 两 个 分 支 , 而 这 两 个 分 支 fi 和 fo 只 相差 一 个 符号 . 对 于 
作为 元 的 和 Vz+ Vz 的 分 支 的 不 同 选取 , 我 们 可 以 得 到 (D,2f1), (D,2f2) 和 (DD,0)， 


四 显然 , 这 个 关系 满足 通常 的 等 价 性 公理 . 
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并 且 如 果 头 两 个 元 将 给 出 同一 个 解析 函数 , 则 可 以 用 2Vz 表示 它 , 那么 第 三 个 元 则 
给 出 了 另 一 个 函数 , 它 恒 等 于 0. 所 以 运算 Vz + Vz 应 该 是 没有 定义 的 . 

我 们 注意 到 ,如 果 解 析 函 数 加 全 纯 函 数 或 乘 以 它们 ， 则 合理 性 的 要 求 肯 定 可 以 
得 到 满足 . 全 纯 函 数 复合 上 解析 函数 仍 具 有 合理 性 , 譬如 , 定义 了 诸如 ev= 或 cos Vz 
之 类 的 解析 函数 (容易 看 出 , 后 面 的 那个 甚至 是 个 全 纯 函 数 ). 


30. 初等 函数 


这 里 我 们 将 考虑 重要 的 多 值 解析 函数 的 例子 . 
1. 根 式 . 对 于 z 的 n 次 根 式 (n 为 自然 数 ), 我 们 理解 为 解析 旺 数 


它 用 以 下 方式 定义 . 在 去 掉 负 半 轴 的 平面 C, 即 Do = C\R- 上 考虑 函数 
jo(z) = Vreir, -T <p<T (2) 


(我 们 令 z = rei?). 它 在 Do 连续 并 相互 一 一 地 将 Do 映射 到 复 平面 w = pet 的 局 
形 Di ={-z/n<y<r/n} 上 (图 57). 因为 wn = z, 故 根 据 反 函 数 的 微分 法 则 , 对 
于 所 有 z e Do 存在 导数 
加 1 
fo(z) 四 n{fo(z)}"-! (3) 


(参看 27 小 节 的 第 一 个 脚注 ). 所 以 偶 对 Fo = (Do, fo) 是 个 解析 元 . 称 通过 这 个 元 的 
解析 延 拓 得 到 的 解析 函数 为 z 的 n 次 根 式 . 


图 57 


这 样 的 延 拓 可 以 用 , 譬如 , 以 下 的 方式 描述 . 考虑 区 域 Da = {-r+a<w%< 

T 十 a} 以 及 在 其 上 的 全 纯 旺 数 
fo(2)= Yrei?/", -r+a<yp<rti+oa. (4) 

显然 ,元 fF = (Do, fa) 对 于 所 有 的 we 及 是 元 (Do, fo) 的 解析 延 拓 (对 |a| <” 为 
直接 延 拓 ). 这 些 元 Fs 的 集合 描述 了 我 们 的 响 数 . 

取 这 些 元 的 区 域 的 并 D = Uer Da, 显然 , 可 作为 去 掉 点 z=0 和 z= oo ( 它 是 
唯一 属于 所 有 D。 的 边界 而 不 属于 任 一 个 D。 的 点 ) 的 平面 C. 

可 以 借助 于 典范 元 定义 这 个 函数 . 我 们 取 中 心 在 点 z = 1 圆 盘 U = {lz 一 1| < 1} 
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作为 初始 元 Go, 而 在 其 上 的 全 纯 函 数 
golz) = {1+(z—1)}/" = Dt (5) 


(我 们 曾 注意 到 , 对 正 的 z = z, 函数 go(z) = Wz, 可 以 利用 这 个 实 函 数 的 二 项 式 展 开 
并 拓展 这 个 展开 从 线段 (0,2) 到 圆 盘 UU). 

元 Go ~ 丽 , 这 是 因为 当 z = ze (0,2), 我 们 有 r = zx, yp = 0, 从 而 fo(x) = 
go(z) 二 Wz, 而 因为 两 个 函数 fo 与 go 都 在 UV 中 全 纯 , 故 由 唯一 性 定理 , 对 于 所 有 
z EU 有 fo(z) = go(z). 根据 前 一 小 节 的 定义 2, 由 元 而 与 Go 定义 的 解析 郴 数 
相同 . 

解析 孙 数 w = Wz 对 于 每 个 点 zo € D 正好 具有 mm 个 不 同 的 值 . 事实 上 , 所 有 属 
于 元 Fs 的 全 纯 函 数 (我 们 的 解析 函数 的 分 支 ) 均 由 公式 

W 一 Vroei nm (6) 
定义 , 其 中 ro = |zol, wo 是 arg zo 的 可 能 的 值 中 的 一 个 , 而 为 任 一 整数 . 令 wo = 
Wr5ei 刍 . 我 们 看 出 , w 的 所 有 其 他 的 值 与 wo 相差 一 个 因子 ei**, 而 这 些 因子 (1 的 
n 次 根 ) 可 由 向 量 1 旋转 开 的 倍数 角 得 到 , 即 具有 n 个 不 同 的 值 因此 , 在 (6) 的 值 
中 间 只 有 7 个 不 同 的 值 wo,wi,… ,wn_1, 它们 由 在 (6) 中 令 大 = 0,1,…,n 一 1 得 
到 . 这 些 值 被 安排 在 中 心 在 点 w = 0 的 正 n 边 形 的 顶点 上 , 它 的 顶点 之 一 作为 了 点 
wo (参看 图 58). 


图 58 


最 后 对 于 解析 函数 Yz 的 分 支 , 即 属于 它 的 元 (不 一 定 出 自 .Zn) 的 全 纯 函数 说 
几 句 话 . 

根据 单 值 性 定理 (28 小 节 )，Yz 的 分 支 可 在 不 包含 点 >= 0 和 z = oo 的 单 连通 
域 G 中 分 离 出 来 . 具有 连接 着 两 个 点 的 任意 切口 的 平面 可 以 作为 这 样 的 例子 (区 域 
的 边界 应 是 连通 的 ). 在 图 58 上 显示 了 那样 的 一 个 区 域 G 及 其 在 3z 的 一 个 分 支 的 
映射 下 的 像 G*; 其 他 的 两 个 分 支 将 G 映 到 了 区 域 e 等 G* 和 ee 于 G*, 即 由 G* 旋转 
角 等 和 年 得 到 . 

一 般 来 说 WZ 的 分 支 可 以 在 任 一 不 包含 围绕 点 z = 0 的 闭 道路 的 区 域 中 挑 出 
来 . 事实 上 , 绕 这 样 的 也 只 有 这 样 的 道路 时 , arg 的 量 改 变 了 2r 的 倍数 , 从 而 任意 元 
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沿 它们 的 解析 延 拓 才 可 以 产生 出 其 他 的 元 . 在 满足 上 述 条 件 的 区 域 中 , 可 以 挑 出 我 
们 的 解析 婧 数 的 m 个 不 同 分 支 . 这 样 的 分 支 的 每 一 个 都 相互 差 一 个 因子 ei2rk/m, 并 
完全 被 所 指出 的 它 被 定义 的 区 域 和 在 此 区 域 中 一 个 点 的 取 值 刻画 (举例 来 说 , 可 以 
谈 及 3z 的 定义 在 切 去 负 半 轴 的 平面 C, 并 在 点 z = 1 等 于 1 的 那个 分 支 ; 3z 的 其 
他 的 两 个 分 支 在 此 区 域 当 z = 1 分 别 取 值 e 等 和 e 等 =.e- 等 ). 

对 于 根 式 可 以 进行 在 上 一 小 节 末 尾 所 谈 及 到 的 那 种 意义 下 的 运算 . 特别 , 可 合理 
地 定义 导数 


.0 (7) 
它 也 是 个 解析 顶 数 . 
习题 1。 证明 , V( 一 2z2)(1 一 k2z2), 0<k<1 在 C\{-1/k,1/k] 上 可 以 挑 出 分 
支 . 考虑 在 z = z > 1/k 取 正 值 的 那个 分 支 ; 它 在 切口 [-1/k,1/R] 的 上 和 和 下边 以 及 
在 射线 (-oo, 一 1/k) 取 什 么 样 的 值 ? 
习题 2， 将 第 2 小 节 一 个 脚注 中 的 邦 贝 利 关 系 做 出 更 准确 的 解释 . 六 


2. 对 数 . 复 变 量 z 的 对 数 
WwW= Lnz (8) 


可 以 定义 为 一 个 初始 元 的 解析 延 拓 , 这 个 初始 元 是 由 区 域 Do = {一 + < yp < 7")} 及 在 
它 上 给 出 的 阴 数 
w=inz=nr+iyg, —T<Pp<T (9) 


组 成 , 称 这 个 初始 函数 为 对 数 的 主 分 支 (与 前 面 一 样 , 我 们 令 z = re*?). 本数 (9) 几 
何 地 将 Do 映射 成 带 状 区 域 Di = {w : -x < Imw < r} (图 59), 而 因为 由 指数 函数 
的 性 质 (13 小 节 ) 得 出 ee = emr.eie = z, 即 函数 (9) 逆 于 指数 函数 , 故而 由 反 函 数 
的 微分 法 则 , 在 点 zo € Do 存在 

d 

元 (2 一 三 
因此 , 元 而 = (Do, inz) 是 解析 的 . 


: (10) 
之 


1 
ev 


(2) 


长 | 59 
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元 而 的 解析 延 拓 , 像 前 面 一 样 , 可 以 借助 于 一 族 元 Fa (a € 民 ) 来 定义 , 它们 由 
区 域 De = {一 r+a < p < T+a} 以 及 在 它 上 面 的 全 纯 晴 数 f(z) = lnr+ip, 一 "十 a < 
9p < 十 a 组 成 . 像 前 面 那样 , 将 这 些 元 的 区 域 做 并 集 , 成 为 去 掉 点 z=0 和 z= co 
的 C 平面 . 

也 可 借助 于 典范 元 定义 Ln zx. 作为 起 始 元 可 以 取 圆 盘 UV = {|z 一 1| < 1} 以 及 在 
它 上 全 纯 的 函数 

zlp=》 (Dr 一 二 1) 


们 一 n 
( 它 由 实 菁 数 


2 Em Se _ 1 一 (了 一 1 六 
Inz = ln{1+(z Sm 1) 4 


在 直径 为 (0,2) 圆 盘 UV 上 的 解析 延 拓 得 到 的 ). 元 (Dojnz) 与 (Vln zlvu) 等 价 . 
解析 函数 Ln z 在 每 个 点 ze D = UD。 具有 一 个 值 的 可 数 集合 , 它们 由 公式 
w 一 Inro 十 ipo + 2k7) (12) 
定义 , 其 中 ro = |zol, wo 为 Arg zo 的 可 能 值 中 的 一 个 , 而 为 任意 的 整数 . 它们 全 都 
不 同 并 位 于 竖 直 直线 Rew = lnro, 相互 距离 为 2r 的 整数 倍 (参看 图 59). 所 有 这 些 
数 都 可 认为 是 数 zo 的 对 数 ; 因此 , 除了 z = 0, 每 个 有 限 的 复数 都 有 无 限 多 个 对 数 . 
像 Vz 一样 , 可 以 在 不 包含 任何 围绕 点 z = 0 的 闭 道路 的 区 域 G 中 挑 出 解析 消 
数 Lnz 的 分 支 ， 事实 上 沿 这 样 的 也 只 有 这 样 的 道路 的 延 拓 才 可 能 将 典范 元 转变 为 
其 他 具有 同一 中 心 的 而 不 同 于 原来 的 元 . 在 每 个 满足 所 说 条 件 的 区 域 C, 可 以 挑 出 
Lnz 的 无 穷 多 个 分 支 , 它们 相互 相差 一 些 常数 项 , 即 2xi 的 整数 倍 . 因此 , 像 Wz 那 
样 , Lnz 的 分 支 一 一 地 由 指出 所 要 考虑 的 分 支 的 区 域 , 以 及 在 它 中 间 一 个 点 的 取 值 
决定 @. 
对 于 对 数 可 以 进行 在 第 29 小 节 中 的 那 种 意义 的 运算 . 特别 , 对 数 的 导数 
(Lnz) = 1/z (13) 
原来 是 个 在 区 域 D 上 的 全 纯 函 数 (对 数 的 所 有 分 支 具 有 同一 个 导数 ). 函数 
Cas 三 性 (14) 
全 纯 . 其 意义 可 以 解释 为 , 对 数 是 关于 指数 的 函数 2 


习题 。 证明, 任意 不 具有 零点 的 整 函数 可 以 有 形 如 f = e? 表示 , 其 中 9 是 茶 个 
整 郴 数 . 六 


@ 这 并 不 对 所 有 的 解析 函数 都 对 . 例如 , 解析 函数 ev 在 点 zo = -2 有 两 个 不 同 的 分 支 , 它们 
分 别 对 应 两 个 值 Vv 雹 = +ii 但 这 两 个 分 支 在 zo 的 值 e+ 相同 . 

@ 更 准确 地 说 , 在 (14) 的 右 端 是 个 限制 在 区 域 D 上 的 函数 , 这 是 因为 左 端 在 点 z= 0 和 z = oo 
没有 定义 . 
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对 于 对 数 的 代数 运算 情形 就 不 是 这 样 满意 了 . 举例 来 说 , “ 恒 等 " 式 
Lnz+Lnz= 2Lnz 


是 不 正确 的 ! 事实 上 , 这 个 等 式 的 左 端 没有 定义 (参看 第 29 小 节 ). 

我 们 将 在 提 及 一 场 关 于 对 数 问 题 的 争论 来 结束 处 理 对 数 的 这 一 段落 . 这 场 争论 
激烈 地 发 生 在 1712 年 到 1713 年 , 这 出 现在 当时 的 两 位 著名 的 数学 家 约翰 . 伯 努 利和 
莱 布 尼 茨 @ 之 间 关 于 负数 的 对 数 的 通信 里 . 伯 努 利 断 言 它们 是 实数 , 并 且 jn(-z) = 
Inz. 这 里 是 他 给 出 这 个 断言 的 一 个 理由 : 由 等 式 (-z)2 = z? 得 到 ，2ln(-z) = 
2lnz. 莱 布 尼 茨 则 断言 负数 的 对 数 是 个 虚数 , 并 且 等 式 In( 一 z) = jnz 不 成 立 , 特别 ， 
ln(-1) 关 0. 这 里 是 莱 布 尼 茨 用 到 这 个 断言 上 的 理由 之 一 : 如 果 在 展开 式 


2 3 
(i 


2 3 
中 代入 z = -2, 则 得 到 等 式 
ln( 一 1) = 一 -了 

其 中 的 项 全 为 负 , 从 而 In(-1) 关 0. 

在 1749 年 , 欧 拉 加 入 了 这 场 争 论 . 他 发 表 文 章 , 在 其 中 他 断言 , 争论 的 任何 一 方 
都 不 对 . 特别 他 对 伯 努 利 的 论证 做 了 如 下 反驳 . 由 等 式 (zV-T = zx4 使 用 相似 的 方 
法 可 以 得 出 结论 : Inz 十 InV-1 = inz, 即 有 In V-1 = 0. 但 就 是 伯 努 利 自己 却 发 现 
下 A = 下, 而 后 面 的 等 式 是 不 容 置 疑 的 , 欧 拉 写 道 . 这 是 因为 “有 充分 的 理由 表 
明 这 个 发 现 是 最 可 靠 的 分 析 工 具 ”. 对 于 莱 布 尼 茨 的 上 述 理由 , 欧 拉 也 认为 是 不 可 信 
的 . 他 给 出 了 下 面 的 例子 : 如 果 在 展开 式 


—— =1—-Z+7T 2+… 
人 十 元 


中 一 次 令 zx = -3, 而 另 一 次 令 z = 1, 并 将 结果 相 加 . 则 得 到 等 式 0= 2+2+10 十 
26 二.…., 在 它 的 左 端 等 于 0, 然而 , 如 欧 拉 所 写 ,“ 右 端 表明 不 为 零 ”. 

在 上 面 提 到 的 那 篇 文章 里 , 欧 拉 提出 了 所 争论 问题 的 一 个 正确 解答 : 负数 (其 
他 还 有 复数 ) 的 对 数 是 个 无 穷 多 个 值 的 集合 . 他 的 论证 是 很 有 趣 的 . 值 y = inz 由 
方程 z = ey = (1 + 4#): 定义 , 其 中 i 为 “无 穷 大 的 数 ”( 欧 拉 的 用 词 )” 由 此 得 到 
y 二 i(z1/i 一 1), 而 数 z1i 是 “具有 无 穷 大 指数 的 根 ”, 从 而 具有 无 穷 多 个 值 , 一 般 来 
说 , 是 复数 . 

同样 有 趣 的 是 , 在 1761 年 达 朗 贝尔 在 这 场 争论 中 站 在 了 伯 努 利 一 边 , 反对 莱 布 
尼 蒋 和 欧 拉 . 

3. 反 三 角 函 数 . 它 可 以 通过 根 式 和 对 数 简单 地 表达 . 譬如 , 我 们 来 求 对 于 反 余 
蓄 的 这 样 的 表达 式 . 解 方程 cosw = z, 或 者 +(ete +e-iv) = z, 或 者 , 最 后 为 


e2iw — 2ze'w+1=0. 


四 关于 这 方面 的 更 详细 的 情形 可 以 阅读 A. HH. Maprkymesnu 的 书 《解析 函数 论 的 历史 概述 》 
(M.-JI.: Bu3MaTry3, 1951); 我 们 在 这 里 使 用 了 他 的 令 述 . 
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这 个 对 于 eiv 的 二 次 方程 , 我 们 求 出 
eiv 一 z 十 Vz2 一 1 

(我 们 在 这 里 没有 写 出 通常 的 符号 土 , 这 是 因为 根据 我 们 的 平方 根 定 义 , 故而 具有 两 
个 值 ). 还 要 注意 , 由 后 面 的 这 个 等 式 得 到 

w= Arccosz 一 1Lnf(z 十 Vz?— 1) (15) 
(我 们 将 i 而 不 是 像 似 乎 应 该 地 那样 将 1/i 放 在 对 数 之 前 , 是 由 于 有 关系 式 二 Ar = 
z 一 V22 一 1, 对 数 前 的 符号 改变 归结 为 在 根 号 前 的 符号 改变 , 而 后 者 同样 具有 这 两 
个 值 ). 

对 于 其 他 的 反 三 角子 数 成 立 类 似 的 表达 式 , 例如 
Arcsinz = —iLn(iz+ V1— 2z2), 


Arctanz = 二 人 
21 工 一 ?2 


(16) 


公式 (15) 和 (16) 使 我 们 想起 了 熟悉 的 反 双 曲 函 数 的 公式 , 这 并 不 奇怪 , 因为 在 复 分 
析 中 , 三 角 函 数 与 双 曲 函数 是 直接 相关 的 (参看 第 14 小 节 ). 

反 三 角 函 数 是 解析 函数 , 并 且 在 公式 (15) 和 (16) 中 , 运算 必须 像 上 面 通常 那样 
(借助 于 分 支 ) 来 理解 ; 它们 的 定义 是 合理 的 . 

4. 广义 的 寡 函 数 . 这 是 指 w = za, 其 中 a 是 任意 的 复数 , 它 由 关系 式 

tU 一 za 一 eaLnz (17) 
定义 , 是 一 个 解析 函数 . 对 于 实 的 指数 a e RR, 可 以 区 分 为 三 种 情形 : 

(a) a 为 整数 . 在 这 种 情形 , 函数 (17) 为 单 值 : 对 数 上 数 的 多 值 性 被 指数 函数 的 
周期 性 消去 . 所 以 该 函数 当 a > 0 在 C (去 掉 点 z = 0) 上 全 纯 , 而 当 a < 0 在 去 \{0} 
(去 掉 点 z = oo) 上 全 纯 . 

(b) a = p/g 为 有 理 数 (我 们 假设 其 为 既 约 的 ). 这 里 对 数 的 多 值 性 部 分 地 被 指数 
函数 的 周期 性 消去 , 函数 (17) 对 于 每 个 点 z 承 0, 关 oo 给 出 相应 的 q 个 不 同 的 值 . 它 
们 等 同 于 解析 函数 w = 3%z?. 

(c) a 为 无 理 数 . 这 里 相互 之 间 相差 2ami 整数 倍 的 cLn z 对 应 于 ezaz 的 不 同 
值 . 在 前 面 情 形 所 观察 到 的 消去 情形 不 再 发 生 , 而 函数 (17) 对 于 每 个 z 夭 0, 尖 co 给 
出 相应 的 可 数 个 值 的 集合 . 

现在 设 a = a 十 i6, 86 关 0, 不 是 实数 . 简单 地 表示 为 


20 = el(o+iB)[in 7 十 记 P 十 2kr)] 一 ea ln 7 一 5(p+2kr)eilp ln r 十 c(2 十 2KT)] 


(其 中 令 z = rei?, 而 大 为 任意 整数 ). 这 表示 , 在 这 种 情形 下 对 于 每 个 复数 > 承 0, 取 co， 
这 个 函数 具有 可 数 个 值 的 集合 , 它们 的 模 ree-pevwe-?krp = poe-2k"8 构成 双向 无 穷 
的 几何 级 数 , 公 比 为 g = e-2rp, 而 幅 角 Blnr + ap 十 2kra = wo 二 2kra 当 aw 天 0 时 
是 双向 无 穷 的 算术 级 数 , 公差 d = 2ra; 当 a = 0 时 , 幅 角 都 相等 . 


例如 电 ， 
i = eiLni 一 eil(i§+2kri) -- e 一 (各 +2kr) 大 一 0, 士 1 .…. (18) 
5. 广义 的 指数 函数 . 它 是 w = a*, 其 中 a 关 0, 关 00 为 任意 复数 , 由 关系 式 
山 一 az 一 ezPna (19) 


定义 . 这 里 采用 了 在 某 些 地 方 不 甚 合适 的 词汇 . 事实 上 , (19) 不 是 在 通常 语义 下 的 函 
数 , 这 是 因为 Lna = jnlal|+iarga 二 2kri (k == 0, 土 1,…) 取 无 穷 多 个 值 , 因而 az (对 
z 非 整数 ) 为 多 值 , 但 它 不 是 解析 函数 , 这 是 因为 , 如 果 从 对 数 的 值 中 选 出 一 些 给 它 ， 
得 到 的 一 些 元 将 不 是 相互 解析 延 拓 的 . 

因此 , a* 应 该 作为 不 同 的 ( 整 ) 函数 


ez(Inlalt+iarg a)o2k™z (k = 0， 士 1 ... ) 


的 集合 来 考虑 . 


习题 .证 明 , 对 于 正 的 z, 由 公式 f(z) = zz 给 出 的 函数 可 全 纯 延 拓 到 去 掉 射 线 
(-eo,0) 的 平面 C 上 ; 求 值 f(i) 和 f( 一 i). # 


31. 育 点 


在 第 25 小 节 我 们 考察 了 全 纯 隔 数 的 奇 点 ( 仍 称 它们 为 单 值 性 奇 点 ). 然而 , 举例 
来 说 , 点 z = 0 是 解析 函数 w = Vz 的 奇 点 , 不 属于 第 25 小 节 所 引进 的 类 别 . 因此 我 
们 在 这 里 要 引进 解析 函数 的 奇 点 概念 , 从 而 提出 了 推广 这 个 分 类 的 任务 . 如 同 在 25 
小 节 中 那样 , 我 们 仅 限于 孤立 奇 点 的 简单 情形 . 


定义 1。 称 点 ce 5 为 某 个 解析 函数 的 孤立 奇 点 是 说 , 如 果 存 在 点 a 的 有 了 筷 邻 
域 V', 使 得 属于 这 个 函数 的 某 个 元 F = (U, f) 可 以 沿 任意 道路 Y C V' 解析 延 拓 . 


对 于 解析 函数 Vz 和 Lnz, 点 z=0 和 z = oo 便 是 这 样 的 例子 (作为 这 两 个 点 
的 V' 可 取 作 圆 环 {0 < |z| < coj)， 对 于 函数 Ls, 点 z = 0 和 z = oo 的 奇 性 由 
V2z 的 奇 性 所 规定 , 而 z = 1 的 奇 性 由 具有 极点 的 该 函数 的 一 个 分 支 (对 于 Vz 的 当 
z = 1 时 等 于 -1 的 分 支 ) 所 规定 ( 另 一 个 分 支 , 对 于 它 当 z = 1 是 等 于 1, 在 此 点 为 
正常 ). 

对 于 解析 函数 的 孤立 奇 点 的 分 类 , 我 们 将 按照 它们 沿 闭 道路 7 Cc V 的 解析 延 拓 
的 元 的 行为 来 进行 

引 理 . 设 a 是 某 个 解析 函数 .多 的 孤立 奇 点 , V' 是 如 定义 1 中 的 那个 有 和 孔 邻 域 . 
如 果 元 ZE E .多 在 洛 某 个 闭 道路 yo C TV 绕 圈 时 不 变 多 ， 则 由 Fo 延 拓 到 V' 得 到 的 
任意 元 瑟 在 通过 任意 在 V' 中 同 伦 于 mo 的 道路 7 延 拓 时 也 不 变 . 

@ 这 个 有 点 生 造 的 例子 肯定 让 人 非常 吃惊 : 我 们 把 虚数 i = V=1 提高 成 V=I 的 虚 寡 从 而 得 到 


了 无 穷 多 个 值 , 但 它们 竟然 全 是 实数 ! 
四 或 者 被 等 价 于 起 始 元 的 元 所 替换 (如 果 所 考察 的 元 不 是 典范 的 ). 
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证 明 . 设 入 为 V' 中 由 i 转移 到 下 的 道路 ,= 入- UyoLA ( 沿 顺 序 和 -, xo, 入 
进行 ; 参看 15 小 节 ). 

在 V' 内 的 连续 形变 由 以 逐渐 变化 的 入 为 终结 和 和- 为 起 始 的 切口 组 成 (在 图 
60 上 画 出 了 一 段 切口 ), 我 们 可 以 将 3 形变 为 yo, 即 了 ~ Yo ( 闭 道路 与 % 在 人 
中 同 伦 ). 根据 条 件 y ~ 4o, 因而 有 Y ~ 了 进一步 设 了 与 7 有 共同 的 起 点 与 终点 ( 因 
两 条 道路 都 闭 , 它们 重合 ), 而 元 F 沿 中 任意 道路 延 拓 . 所 以 由 一 般 的 单 值 性 定 
理 (28 小 节 的 定理 3), 已 沿 7 与 沿 了 的 延 拓 结果 重合 口 


图 60 


由 这 个 引 理 得 出 , 沿 在 V' 中 同 伦 于 零 的 闭 道路 的 延 拓 不 改变 元 (因为 这 样 的 道 
路 可 收缩 为 在 任 一 个 元 的 圆 盘 内 的 道路 , 而 沿 后 者 的 延 拓 显然 不 改变 元 ). 因此 在 我 
们 的 研究 中 只 对 沿 在 V' 中 不 同 伦 于 零 的 道路 的 延 折 有 兴趣 . 


定义 2. 设 a 为 某 个 解析 函数 的 孤立 奇 点 , V' 为 在 定义 1 中 那样 的 有 孔 邻 域 ， 
且 yo CV' 为 包含 了 点 a 为 内 点 的 闭 若 尔 当 道路 . 分 为 两 种 情形 : 

(I) 如 果 沿 xo 线圈 不 改变 原来 的 函数 元 , 则 称 a 为 单 值 性 奇 点 ; 

(ID) 如 果 沿 xo 线圈 导 出 了 与 原来 不 同 的 元 , 则 称 a 为 多 值 性 奇 点 , 或 者 分 支点 . 


在 情形 (0, 初始 元 沿 任意 道路 入 C V' 的 延 拓 给 出 了 同一 个 元 , 其 中 这 些 道路 
均 引 向 固定 点 z e V'. 事实 上 , 如 果 存 在 两 条 道路 和 和 》Xz 给 出 不 同 的 元 , 则 闭 道 
路 y = 和 7 U2 CV' 使 元 有 了 改变 . 然而 道路 7 或 者 同 伦 于 零 , 从 而 按照 上 面 所 做 
的 注释 这 时 不 可 能 改变 元 , 或 者 同 伦 于 绕 ( 按 正 或 负 方 向 ) 数 次 的 道路 Yo, 而 根据 引 
理 , 也 不 改变 元 . 这 个 相反 的 情形 证 明了 所 作 的 论断 . 

由 此 得 到 , 在 情形 (0D, 初始 元 沿 属 于 V' 的 道路 的 延 拓 给 出 了 单 值 的 , 即 在 V' 
全 纯 的 函数 f, 它 是 所 考虑 的 解析 函数 的 一 个 分 支 @. 点 a 是 第 25 小 节 意 义 下 f 的 
孤立 奇 点 . 按照 趋向 于 a 时 j 的 行为 , 这 个 点 可 能 是 可 去 点 , 极点 , 或 本 性 奇 点 . (但 

@ 起 始 元 沿 不 属于 V' 的 延 拓 可 能 给 出 具 同 样 中 心 的 另外 的 元 , 使 得 所 考虑 的 解析 函数 可 能 不 
是 单 值 的 . 解析 函数 1/(1 + vz) 任意 元 沿 属于 V' = {0 < |z 一 1| < 1 的 道路 的 延 拓 给 出 了 单 值 函 
数 (1/(1 + Vz) 的 两 个 分 支 之 一 ), 但 是 沿 绕 点 z = 0 的 闭 道路 则 将 属于 一 个 分 支 的 元 转变 成 了 属 
于 另 一 个 分 支 的 元 . 
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是 , 如 果 初 始 元 是 典范 的 , 则 应 排除 可 去 点 情形 , 这 是 因为 这 时 元 的 收敛 圆 盘 包含 了 
点 a.) 

在 情形 (II), 初始 元 沿 属 于 V' 的 道路 的 延 拓 的 解析 孔 数 不 能 在 V' 中 挑 出 分 
支 巴 . 我 们 将 情形 (IT) 分 为 两 个 子 类 . 

(IIa) 存在 整数 n > 2 使 得 在 沿 同一 方向 经 过 绕 Yo n 圈 给 出 了 原来 的 元 . 这 时 
称 a 为 有 限 阶 分 支点 , 而 称 具 有 上 述 性 质 的 这 些 数 n 的 最 小 者 为 分 支 的 阶 . 

不 难看 出 , 如 果 将 7o 换 作 任意 在 V' 同 伦 于 wo 的 道路 y 时 , 分 支 的 阶 不 变 . 事 
实 上 , 我 们 以 ky 代表 按 同一 方向 绕 Yk 次 得 到 的 道路 (如 果 & > 0, 同 于 7 的 方向 ， 
如 果 kk < 0 则 相反 ); 如 果 7 ~ 和 Yo, 则 ky ~ kyo, 并 且 根 据 前 面 引 理 所 证 明 的 , 绕 ky 
和 kryo 或 者 两 者 同时 改变 或 同时 不 改变 原来 的 元 . 留 给 读者 去 证 明 , 如 果 任 一 条 闭 
道路 > C V' 不 改变 原来 的 元 , 则 这 条 道路 同 伦 于 整 倍数 ( 正 , 负 , 或 零 ) 的 道路 nyo， 
其 中 了 为 点 a 的 分 支 阶 . 

(IIb) 不 存在 像 情形 (IIa) 中 这 样 的 整数 n, 即 按 同 一 个 方向 围 着 7o 绕 图 , 总 给 
出 了 一 个 个 新 的 元 . 这 时 称 a 为 无 穷 阶 分 支点 , 或 者 对 数 型 分 支点 . 


例 . 
1. 函数 yz 在 点 z=0 和 z= oo 有 mn 阶 分 支点 . 函数 Lnz 在 这 两 点 有 对 数 型 
分 支点 . 
2. 明 数 yz 在 点 z = 0 有 可 去 奇 点 , 而 在 点 z = ce 为 本 性 奇 点 ; 它 是 个 整 晒 
数 (这 可 由 在 圆 环 V' = {0 < |z| < oo} 中 成 立 的 展开 式 


看 出 ). 

3. 函数 Ve 十 1 在 方程 e* +1 = 0 的 所 有 根 , 即 zx = VLn(-1) = 土 Vni+ 2kri 
上 有 2 阶 分 支点 ; 点 oo 是 它 的 非 孤立 奇 点 . 

4. 函数 1/Lnz 在 点 z = 0 和 z = oo 具有 对 数 型 分 支点 ; 当 z = 1 时 , 在 圆 环 
{0 < |z| < 1} 中 的 一 个 分 支 ( 主 分 支 ) 具有 一 阶 极点 , 其 他 的 分 支 在 此 点 为 全 纯 . 

5. 我 们 来 仔细 分 析 一 下 解析 函数 

w= Vli+Vz 

的 例子 . 里 面 的 根 式 在 点 z = 0 具有 2 阶 分 支点 . 如 果 在 邻 域 UV' = {0 < |z| < 1} 我 
们 选取 圆 盘 U = {|z 一 <3}, 则 在 UV 中 可 分 出 这 个 函数 的 4 个 不 同 的 分 支 fo, 它 
们 被 两 个 根 式 的 不 同 的 符号 所 刻画 . 设 有 为 其 中 一 个 分 支 ; 元 玉 = (U0, 五) 在 沿 贺 
fyo:z = jet, 0<t< 27} 的 延 拓 后 , 转换 为 元 Fz = (U, 户 ), 其 中 fo 为 男 一 个 分 支 ， 
这 是 因为 当 这 样 绕 一 圈 时 , 里 面 的 那个 根 式 改 变 了 符号 . 再 次 绕 ?7 一 图 时 则 重新 给 
出 了 元 三 , 这 是 因为 绕 yo 不 改变 外 面 那个 根 式 的 符号 , 它 的 分 支点 在 z = 1. 完全 


@ 但 是 在 v' 还 是 有 可 能 存在 所 考虑 函数 的 那样 的 分 支 , 它们 是 由 初始 元 沿 越 出 V' 的 道路 延 扼 
得 到 的 (参见 下 面 的 例 5). 
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在 同一 个 关系 中 , 其 他 两 个 分 支 有 : fs = 一 有 和 fs = 一 fz. 因此 , 在 点 z = 0, 所 考虑 
的 函数 有 两 个 2 阶 分 支点 . 

转 而 研究 点 z = 1. 在 该 点 对 于 里 面 的 根 式 的 一 个 值 , 外 面 的 根 式 表达 式 化 为 零 . 
设 风 ={0<|z-1l<1lY={lz-3 引 < 二 ,以 及 9 为 我 们 的 函数 在 圆 盘 V 中 的 4 
个 分 文 . 设 g! 和 gz (gz = -91) 为 那些 分 支 , 它们 对 于 z = 1 时 里 面 的 根 式 取 值 等 于 
-1. 绕 圆 {1 : z = 1 十 #et, 0 < t < 27} 不 改变 里 面 的 根 式 的 分 支 , 但 改变 了 外 面 根 
式 的 符号 ( 当 z 走 过 圆 yi 时 ,点 6=1+vVz 走 过 (平面 上 的 一 条 以 点 6 = 0 为 内 点 
的 若 尔 当 闭 道路 , 这 里 ¢ = 1 ++ Vz 的 根 式 是 已 选 定 的 那个 分 支 ), 所 以 在 这 样 的 绕 圈 
后 , 元 (V 91) 转换 为 元 (V,g2). 第 二 次 绕 圈 yi 又 一 次 改变 了 外 面 根 式 的 符号 , 从 而 
重新 给 出 了 元 (V, 91). 对 于 另外 的 两 个 分 支 93 和 94 (94 = —g3), 对 于 它们 来 说 ， 里 
面 的 根 式 在 z = 1 等 于 1, 当 绕 圈 y, 时 它们 没有 改变 (这 时 , 具 选 定 了 的 根 式 分 支 的 
点 6C=1+Vvz 画 出 了 一 条 包围 了 点 6 = 2 而 没有 包围 点 6 = 0 的 若 尔 当 闭 道路 ), 因 
此 , 那样 的 绕 圈 将 元 (V 9gs) 和 (V, 94) 转换 到 自己 . 这 样 , 在 点 z = 1, 所 考虑 的 函数 
便 具 有 一 个 2 阶 分 支点 以 及 两 个 正常 的 非 分 支 的 点 @， 

为 了 研究 这 个 隔 数 在 点 z = oo 的 情形 , 需要 取 有 和 孔 邻 域 W' = {1 < |z| < oo} 
即 在 它 中 间 的 圆 盘 , 譬如 , 圆 盘 W = {|z 一 2| < 1}. 设 (Whi) 为 该 函数 在 圆 盘 W 
的 4 个 分 支 中 的 一 个 . 绕 圆 {xys : z = 2et, 0 < t < 2r} 既 给 出 里 面 根 式 也 给 出 外 面 
根 式 的 符号 改变 (这 时 , 点 5《= 1+ Vz 对 于 任意 选取 的 根 式 的 一 个 分 支 都 描绘 出 围 
绕 点 ¢ = 0 的 闭 道路 ), 于 是 它 给 出 了 另 一 个 元 (Wh2z). 第 2 次 绕 ys 则 给 出 了 第 3 
个 元 (Whs), 第 3 次 则 给 出 第 4 个 元 (W ha), 而 只 有 第 4 次 绕 ys 回 到 了 原来 的 元 
(Whi). 因此 , 在 点 z = oo 所 考虑 的 函数 具有 4 阶 分 支点 . 

C 中 剩 下 的 点 都 是 这 个 解析 孙 数 的 正常 点 了 . 


在 图 61 中 显示 了 我 们 的 研究 结果 的 图 示 . # 


我 们 将 把 注意 力 放 在 有 限 阶 的 分 支点 的 更 详细 的 情形 上 . 我 们 要 证 明 , 在 这 样 
的 点 ae 万 的 邻 域 中 , 解析 函数 可 以 用 z - a 的 分 式 窒 的 级 数 来 表示 , 它 是 洛 朗 级 数 
的 推广 , 称 之 为 皮 瑟 级 数 @. 


定理 . 在 一 个 n 阶 的 分 支点 的 一 个 有 孔 邻 域 V' = {0 < |z 一 a| < RR} 中 的 解析 


元 (Ug3) 和 (U, ga) 不 是 典范 的 , 这 是 因为 它们 的 收敛 圆 盘 大 于 U. 
外 皮 瑟 (Vector Puiseux, 1820 一 1883), 法 国 数学 家 ; 他 关于 级 数 的 工作 出 现在 1850 年 . 
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函数 巴 可 以 用 形 如 
0 一 对 ck(z — a)*/™ (1) 
大 三 一 co 


展开 式 表示 . 


证 明 . 令 z 一 a = C7"; 当 点 6 在 5 平面 描绘 一 个 充分 小 的 圆 入 :5 = pe'", 0 < 
7T 么 2r 时 , 对 应 的 点 z = a 十 C7 则 描绘 了 圆 Yo : z = a++p"e*, (0 < t< 27)n 图 . 
为 所 考虑 的 解析 函数 的 初始 元 在 这 样 的 绕 圈 中 不 变 , 故 对 应 的 被 考虑 为 依赖 于 变量 
C 的 函数 w 的 元 在 绕 和 一 圈 时 也 不 变 . 

由 此 得 到 , ¢ = 0 是 这 个 函数 的 单 值 性 奇 点 , 这 意味 着 , 在 点 < = 0 的 一 个 邻 域 
中 它 可 以 洛 朗 级 数 


OO 


w 一 ba ckC™*. (2) 


大 一 一 oo 
表示 . 在 这 里 代 人 C= Wz 一 a = (z 一 a)!/", 便 得 到 了 展开 式 (1). 口 


该 定理 对 于 情形 a = oo 仍然 成 立 , 这 只 需 取 V' = {RR < |z| < oo0}, 并 在 公式 (1) 
中 令 ga = 二 0 即 可 . 


例 . 利用 二 项 式 级 数 不 难 对 前 面 考察 过 的 例 5 中 的 解析 函数 写 出 它 的 皮 瑟 展 
开 式 . 在 圆 环 V' = {0 < z < 1} 我 们 有 


/ 1 1 1 
1 i ni “nh i am se 
+ Vz=+ (1+3V 82 十 162VZz )， 


在 圆 环 W' = {1 < |z| < co} 中 有 ， 


(+ =- V7 (1+ 3 -站 + 本 万) 
而 在 圆 环 V'= {0 < |z 一 1| < 1} 则 有 
他 二 全 + = 人 (2z 一 1) 十 … 人 


V1+ Vz= 1 土 (1+(z—1))'/2 = iV2 


+vE{ 人 +3C-D+… 


依照 解析 函数 的 分 支 的 皮 瑟 展开 式 的 “ 主 部 ”的 情形 , 分 支 的 性 态 当 z 一 a 时 
各 不 相同 . 对 于 a e C, 如 果 在 展开 式 (1) 中 没有 负 的 项 , 则 这 些 分 支 在 a 连续 (如 
Vz 和 ev? 在 点 z = 0); 如 果 那 些 项 为 有 限 个 , 则 分 支 趋向 于 无 穷 (如 六 当 z — 0); 
如 果 这 些 项 有 无 穷 多 个 , 则 当 z 一 a 时 这 些 分 支 不 趋向 任何 极限 (如 el/Y* 和 sin 去 
在 z 一 0 时 ). 当 a= oo 有 时, 分支 的 性 态 依 赖 于 具 正 & 的 首 项 . 

当 解 析 函 数 的 分 支 在 逼近 有 限 阶 分 支点 时 趋向 于 有 限 或 无 穷 极 限 , 我 们 则 称 此 
点 为 函数 的 代数 奇 点 . 将 解析 函数 分 支 的 极点 作为 这 种 点 对 待 也 有 方便 之 处 . 称 解 


@ 更 准确 地 说 , 是 属于 这 个 函数 的 元 的 集合 , 它们 是 从 某 个 元 沿 所 有 可 能 的 道路 Y Cc V' 的 延 拓 
得 到 的 . 


# 
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析 函 数 其 他 的 孤立 奇 点 ( 即 无 穷 阶 的 分 支点 , 以 及 在 它们 的 邻 域 中 分 支 的 行为 不 确定 
的 有 限 阶 的 分 支点 , 还 有 分 支 的 本 性 奇 点 ) 为 超越 奇 点 ，( 例 如 , 对 于 函数 eL(V*f+D)， 
点 z=0 和 z= oo 是 代数 奇 点 , 而 在 点 z = 1 对 于 使 V1 = -1 的 分 支 是 超越 的 .) 


习题 . 
1. 全 纯 函 数 f 的 每 个 零点 必定 是 Vf(z) 的 分 支点 吗 ? 
2. 求 出 解析 函数 ev*sinz 的 所 有 奇 点 ; 它们 中 哪些 是 代数 的 ? # 


810. 黎 曼 面 的 概念 


解析 函数 可 以 赋予 平面 区 域 的 点 几 个 (甚至 可 数 个 ) 值 . 在 这 一 节 里 , 我 们 不 去 
看 平面 区 域 而 去 考察 多 叶 曲 面 , 它们 可 以 看 作 是 展开 在 平面 区 域 上 的 , 并 在 点 z 上 
方 所 具有 的 “时 数 ” 与 该 解析 函数 在 这 点 具有 的 值 的 个 数 一 样 多 . 因此 在 这 样 的 曲 
面 上 解析 取 数 可 以 看 作 这 个 词 的 通常 意义 下 的 晴 数 ( 即 作为 单 值 函数 ). 


32. 基础 方法 


我 们 从 最 简单 的 例子 着 手 . 考虑 区 域 D, 它 是 在 平面 C 沿 负 半 轴 切 开 得 到 的 ; 在 

其 上 解析 函数 
w= V3 (1) 

有 两 个 分 支 有 和 fo. 设 所 由 条 件 1(1) = 1 刻画 , 而 则 由 f2(1) = -1 刻画 ; 显 
然 对 于 所 有 z e DD 我 们 有 fo(z) = 一 用 (z). 这 些 分 支 将 D 分 别 一 一 和 共 形 地 映射 到 
w 的 右 半 和 左 半 平面 , 我 们 以 D+ 和 D3 分 别 表示 它们 ， 

取 区 域 D 的 两 个 拷贝 , 并 将 它们 安排 得 像 在 图 62(a) 中 表示 的 那样 , 一 个 在 另 
一 个 之 上 . 在 图 62 上 也 指出 了 在 区 域 D 中 切口 的 两 侧 及 w 平面 的 一 段 虚 轴 : 相对 
应 的 部 分 以 同样 的 图 形 标 出 . 


图 62 


将 区 域 DD 的 第 一 个 拷贝 的 切口 的 上 侧 与 第 二 个 拷贝 的 切口 的 下 侧 粘 合 , 并 相应 
于 此 , 我 们 沿 上 半 轴 粘 合 D? 和 D3 (这 些 部 分 全 都 用 图 形 一 ] 一 | 一 | 标 出 ). 然后 再 
粘 合 剩余 的 还 未 粘 合 的 D (以 及 Di 和 D;) 的 切口 的 男 一 侧 , 它们 以 图 形 -| 一- 
标 出 (在 三 维 空间 中 , 第 二 个 粘 合 不 可 避免 会 自 交 , 但 我 们 约定 那些 经 过 标 出 的 不 同 
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曲面 的 自 交 部 分 的 半 直 线 是 不 重合 的 ). 

称 所 得 到 的 双 叶 曲面 ( 它 显示 在 图 62 (c) 上 ) 为 解析 函数 Vz 的 黎 曼 面 . 这 个 根 
式 可 以 看 成 是 在 它 上 面 的 函数 , 在 这 里 的 函数 这 个 词 是 指 通常 意义 下 的 , 这 是 因为 我 
们 对 于 该 根 式 在 每 个 点 zo 关 0, 关 oo 所 给 出 的 两 个 值 可 指派 给 在 zo 上 面 的 曲面 的 
两 个 不 同 的 点 . 负 半 轴 了 R_ = (-oo,0) 的 点 也 没有 被 排除 , 这 是 因为 它们 中 的 每 个 也 
位 于 该 曲面 的 两 个 点 上 (实际 上 , 我 们 已 约定 属于 曲面 自 交 线 上 不 同 叶 的 点 不 重合 ). 
只 在 点 z =0 和 zx = oo 根 式 仅 与 一 个 值 相 关联 , 所 以 我 们 认为 在 z= 0 与 z= co 上 
面 只 有 曲面 的 一 个 点 . 在 这 些 点 我 们 曲面 的 两 叶 连 接 在 一 起 ; 称 他 们 为 该 曲面 的 分 
支点 ， 

完全 一 样 地 , 可 建立 解析 函数 

w= Wz (2) 

的 黎 曼 面 . 它 是 n 叶 的 曲面 ; 在 每 一 点 z 关 0, 关 oo 上 有 此 曲面 的 nn 个 点 ( 称 它们 为 
它 的 普通 点 ), 而 在 z =0 和 z = oo 上 只 有 一 个 点 . 在 图 63 的 (a),(b) 上 显示 了 位 于 
旺 数 3z 的 正常 点 和 奇 点 的 邻 域 上 方 曲面 的 相应 部 分 ; 负 半 轴 上 方 的 曲面 的 部 分 没 
有 被 排除 ; 在 这 些 点 的 邻 域 上 方 曲面 的 部 分 显示 在 图 63 (c) 中 . 因为 我 们 不 考虑 曲 
面 的 自 交 , 故 曲 面 的 这 一 部 分 从 拓扑 上 来 看 与 图 63(a) 之 间 没 有 差别 : 所 考察 的 部 
分 由 三 个 互 不 连通 圆 盘 组 成 . 


对 数 
w= Lnz (3) 
的 黎 曼 面 是 个 无 穷 叶 的 曲面 . 它 的 结构 显示 在 图 64 上 . 我 们 再 次 选区 域 D 为 带 有 
沿 负 半 轴 的 切口 的 平面 C, 并 在 其 上 选取 对 数 的 主 分 支 为 
w= fo(z) =1ln|z|+iargz (—7n < argz <”). 
这 个 函数 单 叶 和 共 形 地 将 D 映射 到 带 形 区 域 
Di ={-7<Imw<"”} 

上 ; 切口 的 两 侧 和 带 形 的 边界 如 图 64 所 示 . 

对 数 在 区 域 D 中 具有 无 穷 多 个 分 支 

山 一 大 (z) = fo(z) +2kni (k=0,+tl1,.…), 


. 136 . 第 三 章 解析 了 延 拓 


它 将 万 映射 到 带 形 Dx, 而 它 则 可 以 2m; 的 整 倍数 的 比例 平移 到 D8. 有 鉴于 此 , 我 
们 取 可 数 个 区 域 D 的 拷贝 , 并 将 在 第 0 个 拷贝 的 切口 上 侧 与 第 1 个 拷贝 的 切口 的 
下 侧 相 粘 合 , 而 第 0 个 的 切口 下 侧 与 第 -1 个 拷贝 的 切口 上 侧 相 粘 合 (图 64). 然后 
对 于 莘 余 还 未 烙 合 的 切口 , 我 们 分 别 地 将 第 2 个 拷贝 的 切口 下 侧 与 第 -2 个 拷贝 的 
切口 上 侧 相 粘 合 , 等 等 . 

在 每 个 点 z 关 0, 关 oo 的 邻 域 的 上 方 有 由 可 数 个 分 离 的 圆 盘 组 成 的 集合 ; 我 们 
对 于 每 个 圆 盘 指 派 了 一 个 标 有 相应 序号 的 在 此 邻 域 上 有 效 的 对 数 的 分 支 ( 负 半 轴 的 
点 未 被 排除 ). 因此 对 数 可 以 看 作为 在 所 构造 的 黎 曼 面 上 的 通常 意义 下 的 函数 . 在 点 
Zz 二 0 和 z= ee 上 , 对 数 没有 定义 , 因此 我 们 可 以 认为 它 的 黎 曼 面 在 z= 0 和 >z= oo 
上 没有 点 . 


图 65 


作为 更 加 复杂 的 例子 , 我 们 考察 反正 弦 肾 数 
w= Arcsinz (4) 
的 黎 曼 面 . 

我 们 已 在 第 14 小 节 看 到 ， 范 数 z = sinw 单 叶 且 共 形 地 将 半 带 形 {-xy/2 < 
Rew < r/2，Imu > 0} 映射 到 z 的 上 半 平 面 . 可 清楚 看 到 , 在 这 个 映射 下 , 整个 带 
形 {7/2 < Rew < ”7/2} 映 到 带 有 沿 射线 (oo0, 一 1] 和 [Loo) 的 切口 的 z 平面 上 . 

我 们 以 G 表示 后 面 这 个 区 域 , 并 以 w = go(z) 表示 那个 将 G 映射 到 带 形 G% = 
{一 7/2 < Rew < 7/2} 的 反正 弦 的 分 文 (这 个 分 支 也 可 由 条 件 go(0) = 0 刻画 ). 因为 
反正 弦 具 有 可 数 的 分 支 集合 , 故 对 于 其 黎 曼 面 的 构造 我 们 应 该 取 区 域 G 的 拷贝 的 可 
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数 集合 . 对 于 第 上 个 拷贝 (k = 土 1,… ) 我 们 指派 给 它 反 正弦 的 第 上 个 分 支 w = gk(z)， 
它 将 G 映射 到 带 形 Gi = 1- 下 +kr<Rew<3 + kn} ( 它 也 可 由 条 件 gi(0) = kr 
刻画 ). 

要 继续 做 的 是 , 在 它们 不 同 的 拷贝 的 区 域 间 按 照 它 们 的 像 Gx 的 粘 合 那样 进行 
粘 合 . 从 图 65 可 清楚 看 到 所 做 的 . 

最 后 得 到 了 一 个 无 穷 叶 的 黎 曼 面 , 它 在 点 z = 士 1 上 方 有 一 个 可 数 个 分 支点 的 
集合 , 在 点 z = co 上 它 具 有 两 个 对 数 型 分 支点 (一 个 是 区 域 G 的 偶数 号 的 拷贝 构 
成 , 另 一 个 则 为 奇数 号 的 ). 通过 反正 弦 的 对 数 表达 式 

Arcsinz 一 一 ! Ln(V1— 2z? 十 iz) 
的 研究 也 可 得 到 同样 的 结论 . 


33. 一 般 的 方法 


在 这 里 我 们 要 引进 作为 抽象 的 豪 斯 多 夫 拓扑 空间 的 黎 曼 面 的 一 般 概念 @. 
我 们 考虑 以 偶 对 
A = {a, fa(z)}, (1) 
为 点 的 集合 R, 其 中 点 ae C, 而 函数 


y cn(z 一 ajn， 如 果 aeC， 
fa(z) = 4 "Ee" (2) 
》， ws 如 果 a = oo， 


之 全 


n=0 
在 某 个 具 中 心 a 的 圆 盘 U。 中 全 纯 ; 为 了 确定 性 , 假定 UV。 为 对 应 的 级 数 (2) 的 收敛 
圆 盘 . 我 们 在 RW 中 以 如 下 方式 引进 拓扑 : 对 于 点 A € 9 的 e- 邻 域 上 (A), 我 们 理解 
为 点 B = {b, fp(z)} 的 集合 , 使 得 (1) b 属于 点 a 的 e- 邻 域 ( 即 , 如 果 a e C 则 为 
{|z 一 a| < e}), 而 如 果 a = co, 则 为 {|z| > 1}), (2) 元 (, fo) 是 元 (UV, fo) 的 直接 解 
析 延 拓 . 

可 以 将 点 4 表示 为 在 32 小 节 所 叙述 的 在 基础 意义 下 的 位 于 ae C 上 的 黎 曼 
面 的 点 . 我 们 对 函数 f。 所 加 以 的 解释 等 于 是 解释 了 该 点 所 属于 的 那个 曲面 叶 . 邻 域 
5(4) 由 同一 叶 的 其 投影 在 点 a 的 那个 邻 域 中 的 点 B 组 成 (图 66); 另外 叶 上 的 投影 
也 在 同一 个 邻 域 中 的 点 ( 像 在 图 66 中 的 B'), 不 算 属 于 U(4). 

不 难看 出 , 所 描述 的 这 个 拓扑 在 只 上 引进 了 豪 斯 多 夫 空 间 的 结构 . 我 们 来 验证 
分 离 公 理 : 如 果 4 关 B, 则 或 者 a 关 b, 或 者 a = 几 但 亡 关 态 . 为 了 在 第 一 种 情形 
中 构造 不 相交 的 上 (4) 和 U0U(B), 只 要 选取 在 C 中 a 和 刀 的 不 相交 的 邻 域 即 可 , 而 在 
第 二 种 情形 , 选取 < 充分 小 , 使 得 点 a 的 s 邻 域 属于 两 个 级 数 f。 和 天 的 收敛 圆 盘 ， 
构造 太 (4) 为 包含 了 所 有 那些 点 (c, f.), 使 (0 无 ) 为 (Uo, fo) 的 直接 延 拓 , 而 UV(B) 


@ 称 拓扑 空间 X 为 索 斯 多 夫 的 是 指 , 如 果 它 的 邻 域 满足 如 下 的 分 离 公 理 : X 的 任意 两 个 不 同 点 
存在 有 不 相交 的 邻 域 . 
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则 为 包含 了 所 有 那些 点 (c, f。), 使 得 (Ze fo) 为 (U6, fo) 的 直接 延 拓 ( 邻 域 UV(A) 和 
U(B) 不 相交 , 否则 元 (Up, fo) 就 会 和 (U6, f。) 重合 ). 
可 以 定义 空间 9X 到 5 的 投射 为 映射 
7 : {0, fo(z)} — a. (3) 
这 个 映射 整体 上 不 是 相互 一 一 的 , 这 是 因为 在 RH 上 可 能 存在 无 限 多 个 点 具有 同 
一 个 投射 像 . 然而 局 部 地 , 它 是 相互 一 一 的 . 事实 上 , 如 果 点 b 属于 f。 的 收敛 圆 盘 ， 
则 元 (U6, fo) 的 直接 解析 延 拓 (Ui, 所 ) 被 完全 确定 , 从 而 在 充分 小 的 邻 域 U(4) 中 只 
存在 一 个 点 的 投影 为 b. 显然 (3) 还 有 其 逆 映 射 连续 , 因此 该 投射 是 局 部 同 胚 . 
该 投射 将 U(4) 变换 为 平面 C 的 一 个 圆 盘 ; 实行 一 个 将 此 圆 盘 变 到 单位 圆 盘 
{Ic| < 1} 的 附加 的 分 式 线性 映射 , 则 可 假定 在 UV(4) 中 定义 了 一 个 同 胚 
Tu :U(A) = {| < 1}. (4) 
每 个 点 B e U(4) 一 一 地 被 它 自己 的 投影 5 所 刻画 , 从 而 被 单位 圆 的 点 ¢ = 
Tu(B) 所 刻画 . 所 以 5 可 以 看 作 是 作用 于 邻 域 UV(A) 中 的 局 部 参数 . 
如 果 两 个 邻 域 VV c % 相交 , 则 在 参数 圆 盘 的 对 应 于 这 个 交 的 部 分 区 域 上 有 
相互 间 的 映射 : 
w= yuv(C) = Ty o77 (0)i (5) 


称 它 为 邻接 关系 (图 67). 因为 邻接 关系 是 分 式 线性 映射 的 复合 , 故而 它们 也 是 分 式 
线性 , 即 共 形 . 


Tr Ty 


{lcl < 二 {lw| < 1} 
图 67 


8$10. 黎 受 面 的 概念 .139 . 


定义 1， 设 一 个 豪 斯 多 夫 空间 被 一 个 开 集 系 所 覆盖 , 其 中 每 个 开 集 同 胚 于 圆 盘 ， 
并 且 这 些 同 胚 生成 的 所 有 邻接 关系 均 是 共 形 映射 , 则 称 这 样 的 空间 为 (一 维 ) 复 流 形 . 


因此 我 们 证 明了 
定理 1。 空间 8X 是 一 个 一 维 复 流 形 . 


我 们 将 在 本 书 的 第 二 卷 中 考察 高 维 的 复 流 形 . 

空间 RK 显然 不 是 连通 的 . 但 当 它 的 点 {a, f(z)} 是 使 f 为 一 个 解析 函数 的 分 
支 时 所 形成 的 任意 子 集 Ro 则 为 连通 的 . 事实 上 , 如 果 点 A = {a, fo} 和 B = {b, fo} 
属于 qo, 则 元 (UV, f。) 和 (Uo, f) 可 相互 通过 沿 某 条 道路 7 : [a, 8] 一 C 的 延 拓 得 
到 . 于 是 对 于 任意 te [a, 8] 有 ht = [at, fa,] € Ro. 实际 上 , 连续 映射 [a, 6] 一 Ro 定 
义 了 go 一 条 连接 点 4 与 B 的 道路 . 因此 , Ro 甚至 是 道路 连通 的 (参看 4 小 节 ). 除 
此 以 外 , qo 在 每 个 点 4 含有 某 个 邻 域 (4), 即 一 个 开 集 . 故 Ro 是 空间 9 的 一 个 
区 域 . 

我 们 已 证 明 , 每 个 解析 函数 对 应 了 空间 R 的 一 个 区 域 . 显然 , 相反 , 9 的 每 个 区 
域 对 应 了 某 个 解析 函数 @. 因此 我 们 证 明了 


定理 2。 在 解析 函数 与 空间 级 的 区 域 之 间 有 相互 一 一 的 对 应 . 


定义 2. 设 空间 8 的 区 域 Ro 满足 条 件 : 属于 它 的 点 4 = {a, fo(z)} 的 全 纯 函 
数 f。 是 一 个 解析 了 肾 数 的 分 支 , 则 称 这 个 区 域 Ro 为 这 个 函数 的 黎 曼 面 . 


我 们 已 经 进入 到 黎 曼 面 的 一 般 性 概念 了 . 这 个 概念 的 思想 在 于 , 我 们 可 以 将 每 
一 个 解析 晴 数 看 作 是 在 它 的 黎 曼 面 上 的 一 个 通常 意义 下 的 函数 ( 即 单 值 的 函数 ). 事 
实 上 , 按照 黎 曼 面 的 构造 ,有 和 多少 个 点 4 被 投射 成 点 a, 该 解析 函数 就 有 多 少 个 以 a 
为 中 心 的 不 同 元 (U6, fo), 即 构成 解析 函数 在 这 点 a 的 多 少 个 不 同 的 值 . 

因此 , 解析 函数 多 是 在 它 的 黎 曼 面 上 的 点 的 函数 : 

F:A={a,fo}fo (6) 

(但 不 是 平面 上 点 a 的 薄 数 ). 

在 复 流 形 上 , 就 像 在 黎 曼 面 上 那样 , 可 以 引进 全 纯 函 数 的 概念 , 那么 解析 函数 在 
它 自己 的 黎 曼 面 上 也 就 是 全 纯 的 了 (参看 第 二 卷 85). 

在 前 一 小 节 所 考虑 的 基础 意义 下 的 黎 曼 面 , 可 以 看 作为 一 般 性 黎 曼 面 的 一 个 模 
型 . 我 们 注意 到 , 在 函数 论 中 还 考察 了 其 他 的 模型 . 例如 可 以 不 从 多 值 函 数 而 从 单 值 
函数 出 发 来 构造 黎 曼 面 , 使 得 这 些 函 数 在 它们 上 为 相互 单 值 : 这 时 , (多 值 的 ) 反 孙 数 
将 ( 单 值 地 ) 将 平面 区 域 映射 到 所 构造 的 曲面 上 . 

譬如 , 我 们 来 构造 一 个 曲面 , 在 其 上 指数 函数 w = e* 是 与 它 相 互 一 一 的 . 我 们 
知道 , 它 将 那些 也 只 有 那些 相互 之 间 相 差 2ri 整数 倍 的 点 变换 成 一 个 点 (13 小 节 ). 


@ 为 证 此 , 我 们 可 利用 在 R 上 任意 区 域 均 是 道路 连通 的 这 个 事实 (请 证 明 ). 
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因此 , 为 了 我 们 的 目的 自然 将 点 a + 2kxi 视 为 等 同 , 这 里 的 = 0, 土 1,… 是 任意 
整数 . 

换 句 话说 , 设 G 为 平面 C 以 2mi 整数 倍 的 向 量 平 移 

S:z—Z+2kni (k=0,+tl,:…:) (7) 

的 集合 . 显然 , G 构成 一 个 群 (相对 于 复合 运算 , 即 变换 的 相继 作用 ), 它 是 所 有 分 式 
线性 变换 的 群 (参看 第 8 小 节 ) 的 子 群 A. 我 们 以 [alc 表示 点 a EC 关于 群 G 的 等 
价 类 , 即 所 有 点 S(a) 的 集合 , 其 中 S e G (也 即 是 说 所 有 点 a 十 2kri, k= 0, 士 1,…. 
的 集合 ). 我 们 以 C/G 表示 这 样 的 等 价 类 的 集合 ; 后 面 这 个 集合 的 元 素 可 以 看 成 将 点 
a + 2kni (k = 0, 土 1,…) 等 同形 成 的 . 

现在 在 集合 C/G 上 引进 拓扑 . 为 此 对 于 点 [olc 的 邻 域 我 们 约定 为 点 [zjc 的 集 
合 , 其 中 z e C 为 等 价 类 [alc 的 任 一 代表 元 a 的 邻 域 (在 C 拓扑 下 ) 中 的 点 . 因此 ， 
C/G 转换 成 了 拓扑 空间 . 

这 个 空间 可 以 直观 地 以 以 下 方式 表示 . 选取 等 价 类 [z]c 的 代表 元 , 使 得 它们 位 
于 带 形 {0 < Imz < 2r} 内 . 对 于 0 < Im zo < 27 的 点 zo 的 邻 域 可 表示 为 以 zo 为 
中 心 的 充分 小 的 圆 盘 , 而 对 于 In z1 = 0 的 点 z 的 邻 域 则 是 两 个 半圆 盘 的 集合 (图 
68). 如 果 我 们 从 这 个 带 形 粘 合成 像 在 图 68 所 显示 的 圆柱 , 则 所 有 的 点 的 邻 域 都 是 
圆柱 上 的 自然 的 邻 域 . 


图 68 


这 样 , 所 考虑 的 具有 所 引进 的 拓扑 的 空间 C/G 便 成 了 三 维 空间 中 的 一 个 圆柱 . 
这 个 圆柱 可 以 看 作为 指数 函数 的 黎 曼 面 (对 数 函 数 将 去 掉 坐 标 原 点 的 平面 C 相互 一 
一 地 映射 到 它 上 ). 

我 们 再 考察 一 个 例子 . 在 第 43 小 节 我 们 将 引进 一 个 亚 纯 函 数 : 椭圆 正弦 w = 
sn z, 它 具 有 两 个 周期 : 一 个 实 的 wx: 和 一 个 纯 虚 的 iw2; 在 矩形 {0 < Rez <wi,0< 
Im z < w2} 中 它 是 单 叶 的 . 因此 , 为 了 构造 它 的 黎 曼 面 只 要 将 点 a 十 kiw1 十 kziw2 等 同 
即 可 , 其 中 的 有 和 ko 为 整数 . 换 句 话说 , 需要 考虑 和 运动 群 了 : z 一 Zz 十 kiw1 十 ik2w2， 
并 考虑 空间 C/T, 以 点 ae C 关于 群 T 的 等 价 类 [alr 作为 它 的 元 . 在 此 空间 就 像 上 
一 个 例子 中 那样 引进 拓扑 : 点 [alzr 的 邻 域 是 那些 等 价 类 [2]r 的 集合 , 其 中 的 ze C 
是 类 [alz 的 任 一 个 代表 元 的 邻 域 (在 C 的 拓扑 下 ) 中 的 任意 点 . 这 个 拓扑 的 引进 将 
C/T 转换 成 了 通常 的 环 面 (图 69), 它 可 以 看 作为 椭圆 正弦 的 黎 曼 面 . 

在 这 一 章 的 最 后 , 我 们 想 描述 空间 % 的 另 一 种 处 理 方法 . 为 了 进行 这 样 的 处 理 ， 
我 们 首先 注意 到 , 在 R 的 点 是 作为 偶 对 {a, f。} 来 定义 的 , 其 中 的 fo 在 点 a EC 的 
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某 个 邻 域 中 全 纯 , 而 这 样 的 邻 域 选取 不 是 本 质 的 . 因此 可 以 认为 8 的 点 是 该 解析 郑 
数 的 芽 f,. 在 给 定 的 点 a 上 的 所 有 芽 的 集合 以 符号 O。 表示 . 因此 , 集合 只 可 以 看 
作 是 集合 O。 的 按 所 有 a eE 的 逐 元 (不 交 ) 并 : 
R= je 
a€EC 

另外 , 在 集合 只 上 可 借助 于 邻 域 引 进 拓扑 , 而 这 些 邻 域 可 以 用 芽 的 语言 按 如 下 
方式 描述 : 芽 了 的 邻 域 5 由 所 有 那些 芽 f, 组 成 , 其 中 b 属于 某 个 邻 域 U。, 并 存在 
U。 中 的 全 纯 函 数 f, 使 得 元 (U6, f) 是 两 个 芽 也 和 f。 的 代表 元 . 如 我 们 所 见 , 这 个 
拓扑 将 RX 变 成 了 豪 斯 多 夫 空 间 . 在 此 拓扑 下 , 映射 

T :级 一 记 
将 每 个 芽 f。 相应 地 变 成 点 a, 并 且 它 是 个 局 部 同 胚 . 

称 空间 RQ 连同 它 的 映射 r 为 解析 函数 的 芽 层 . 这 个 概念 反映 了 对 于 解析 也 数 
概念 的 局 部 方法 . 但 它 也 允许 整体 的 处 理 . 事实 上 , 考虑 任意 的 区 域 D CC 及 在 它 
上 面 的 全 纯 函 数 f. 这 个 函数 定义 了 映射 f : D 一 %, 它 将 每 个 点 zE D 对 应 到 由 
这 个 函数 在 点 z 生成 的 芽 f,. 映射 f 显然 在 9 的 拓扑 下 连续 , 而 复合 re j 是 区 域 
D 上 的 恒 等 映 射 . 

称 这 样 的 映射 f 为 层 8 在 区 域 D 上 的 一 个 截 影 . 8 在 D 上 的 所 有 截 影 的 集 
合 构 成 了 一 个 环 , 并 且 对 于 它们 的 代数 运算 与 在 任意 点 ze D 上 的 芽 的 运算 一 致 . 

在 这 里 我 们 只 限于 这 些 描述 . 层 的 概念 的 一 般 定义 我 们 将 在 本 书 的 第 二 卷 中 进 
行 (参看 第 28 小 节 ). 


习题 


1. 设 在 单位 圆 盘 中 的 函数 f 以 泰勒 级 数 并 cnz" 表示 , 其 系数 非 负 且 收敛 半径 为 1. 证 明 ， 
此 时 z = 1 是 f 的 奇 点 ( 普 林 斯 海 姆 (Pringsheim) 定理 ). 

2. 证 明 , 函数 f(z) = 并 so 轧 - 在 闭 单位 圆 盘 连 续 , 然而 不 能 解析 延 拓 到 其 范围 之 外 . 

3. 考察 级 数 六 一 2 了 95, 其 中 {an} 为 区 间 [o,2r) 中 所 有 有 理 点 的 集合 , 而 an 为 满足 
5 > |an| < oo 的 复数 . 证 明 , 当 |z| < 1 和 |z| > 1 时 分 别 收 敛 于 全 纯 函 数 有 和 fa, 而 它们 不 
是 相互 的 解析 延 拓 . 

4. 构造 一 个 函数 的 例子 , 它 在 圆 盘 U = {|z| < 1} 中 全 纯 在 本 上 连续 , 并 使 得 它 可 全 纯 地 延 
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拓 到 一 个 在 圆 {|z| = 1} 上 某 一 个 点 具有 本 性 奇 点 的 函数 . [答案 : f(z) = (z 一 1l)eYe 9] 

5. 设 也 为 具 光 滑 若 尔 当 边界 > 的 区 域 ; 指出 在 7 上 的 函数 f 全 纯 延 拓 到 D 中 的 条 件 . | 提 
示 : 参照 第 二 章 的 习题 3.] 

6. 设 区 域 D 与 实 轴 及 相交 . 证 明 , 如 果 函 数 f 在 D \ 民 全 纯 且 有 界 , 并 且 当 z 一 DNR 
时 |f(z) 一 了 f(z) 一 0, 则 f 可 全 纯 地 延 拓 到 D 中 . 

7. 证 明 , sin z 是 个 C= z(r 一 2) 的 ( 单 值 ) 函数 . 

8. 证 明 , 函数 z*(1 一 z)2, 其 中 a 和 6 为 实数 , 当 a 十 6 为 整数 时 , 可 以 在 C\ [0,1] 中 挑 出 
全 纯 分 支 . 

9. 求 函 数 eV(+V*) 的 分 支 在 点 z = 1 的 留 数 . 

10. 设 函 数 f 在 切口 R+ = [0, o0) 之 外 全 纯 , 并 可 连续 地 延 拓 到 切口 的 边缘 , 肾 数 f 在 这 些 
边缘 的 极限 值 满足 关系 f(z 十 i0) 一 f(z 一 i0) = g(z), x ER 有 +, 其 中 9 为 整 函数 , g(0) = 0. 证 
明 , 此 时 有 f(z) = 一 四 于 Inz 十 h(z), 其 中 In 为 对 数 在 C \ 了 R+ 的 全 纯 分 支 , 而 h 为 整 函 数 . 

11. 设 函 数 f 像 在 第 18 小 节 定 理 5 中 那样 , 在 多 连通 区 域 D 的 闭 包 中 全 纯 . 证 明 , 沿 在 D 
中 两 条 具有 公共 端点 的 道路 的 对 它 的 积分 仅 相 差 半 muT 了 vy, 其 中 mw 为 整数 , 而 


r= fdz (v=1,... ,nn). 
Tv 


12. 证 明 , 在 区 域 D 的 闭 包 中 , 像 在 习题 11 中 的 那样 , 解析 函数 .多 具有 单 值 的 实 部 当 且 仅 
当 (a) 导数 多 '(z) 在 万 全 纯 , 及 (b) 所 有 的 积分 [多 '(z)dz 为 虚数 . 

13. 证 明 , 任何 在 圆 环 {r < |z| < R} 中 具有 单位 模 的 解析 函数 多 有 形式 多 (z) = z°*f(z)， 
其 中 f 是 在 此 圆 环 内 的 全 纯 函 数 , 而 a 为 实 常 数 . 

14. 设 函 数 f 在 单 连 通 区 域 D 全 纯 目 异 于 零 . 证 明 , 对 于 任意 整数 mm” > 0 可 以 找到 在 D 中 
全 纯 的 函数 g 使 得 g* = f 在 D 中 处 处 成 立 ; 举例 说 明 , 该 断言 对 于 多 连通 区 域 不 成 立 . 

15. 描述 道 于 w = tanz 的 函数 w = Arctan z 的 奇 点 与 黎 曼 面 . | 提示 : 通过 对 数 求 它 的 表 
达 式 ]. 

16. 构造 环 面 


T= (R+rcosw)cosyp, y= (R+rcoswy)sing, z= "7siny 
到 又 合 了 对 边 的 矩形 的 映射 呈 . [提示 : 环 面 的 弧 长 微分 为 
ds = V(R+i+rceos wp)?dp? + r2dy’; 


令 &€ = yp, 7 = /2 和 i, 我 们 得 到 ds = (及 +rcosyg) x Vd 十 dm. 因此 (wp,) 一 (和 让) 
给 出 了 所 需要 的 映射 


@ 在 后 面 的 章节 中 我 们 将 看 到 这 样 的 矩形 可 以 共 形 地 映射 到 在 平面 上 的 双 叶 曲面 (参看 第 四 章 
习题 18), 因此 知道 , 环 面 共 形 等 价 于 在 基础 意义 下 的 黎 曼 面 . 
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这 一 章 要 带领 读者 进入 复 变 函数 的 几何 理论 . 在 此 将 要 考察 共 形 映射 的 基本 问 
题 , 还 有 所 谓 的 几何 原理 , 它 与 全 纯 蚂 数 的 一 般 性 质 紧密 相关 . 


$11. 几何 原理 


34. 幅 角 原理 


设 函 数 f 在 点 a eC 的 有 了 筷 邻 域 {0 < |z 一 a| < >} 中 全 纯 , 并 在 那里 不 取 零 . 我 

们 称 这 个 函数 在 点 a 的 对 数 导数 
FE = Elnfl) (1) 

的 留 数 为 函数 f 在 点 a 的 对 数 留 数 . 

除了 孤立 奇 点 ( 单 值 性 的 ) 外 ,函数 f 也 可 能 在 它 的 零点 处 有 异 于 零 的 对 数 留 
数 . 设 a ecC 为 函数 j 的 n 阶 零 点 , 且 f 在 点 a 全 纯 ; 这 时 在 某 个 邻 域 U。 有 
f(z) = (z 一 a)j"yp(z), 其 中 yy 在 Us。 上 全 纯 , 并 不 等 于 零 . 所 以 在 U。 上 有 

f(z2) __ n(z— a0)" ‘pz)+(z—a"p(z) _ _1 np(z)+ 二 2 


其 中 的 第 二 个 因子 在 Za 中 全 纯 , 从 而 可 在 Da 中 展开 为 泰勒 级 数 并 且 这 个 展开 式 
的 自由 项 等 于 n (该 因子 在 z = a 的 值 ). 因此 , 在 UV。 中 有 
i = {nte(z—0)+ca(z — a)?+.….} = 一 十 cl 二 caz(z 一 0) 十 … ，(2) 
由 此 看 出 , 全 纯 函 数 的 对 数 导数 在 其 n 阶 零 点 处 具有 留 数 为 n 的 一 阶 极 点 ; 在 零点 
的 对 数 留 数 等 于 这 个 零点 的 阶 数 . 
如 果 a 为 函数 f 的 p 阶 极点 , 于 是 1/f 在 这 点 有 p 阶 零点 , 而 因为 
a 
f(z) dz jz) 
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故 考虑 到 (2), 我 们 得 到 在 p 阶 极点 ， 葬 数 的 对 数 导 数 具 有 留 数 为 -2 的 一 阶 极点 : 
在 极点 处 的 对 数 留 数 等 于 这 个 极点 的 阶 数 反 号 . 

所 做 的 这 个 注解 给 出 了 计算 亚 纯 函数 零点 和 极点 数目 的 一 个 方法 . 当 计 算 时 我 
们 采取 了 一 个 以 后 也 总 保持 的 约定 : 每 个 零点 和 极点 是 多 少 , 该 零点 或 极点 的 个 数 
就 计算 多 少 次 . 成 立 


定理 1. 设 函数 f 在 区 域 D C C 上 为 亚 纯 @@, 并 且 G E D 是 边界 9G 为 连续 

曲线 的 区 域 ; 又 设 8G 不 包含 『 的 任何 零点 和 极点 . 在 这 些 条 件 下 , 在 区 域 G 中 设 
N 和 PP 分 别 表 示 f 在 这 些 零 点 和 极点 的 总 数 , 于 是 
N- 1 f(z) 


“Tani he fa " 


其 中 DG 为 定向 边界 . 

证 明 ， 因 为 G e D, 故 f 在 G 中 只 有 有 限 个 零点 a1,… ,at 及 有 限 个 极点 
b1,… ,bm, 而 因为 8G 既 不 包含 零点 又 不 包含 极点 , 故 g = 咎 在 9G 的 邻 域 上 全 纯 . 
应 用 柯 西 留 数 定理 , 我 们 有 


1 
py 六 fdz = = resa,9 十 > resp, 9. (4) 
但 是 根据 我 们 在 上 面 所 做 的 注解 , 有 
resa_9 = Tty resp,9 = 一 Dv， 


其 中 n, 和 p 分 别 为 零点 ov 的 阶 和 极点 b, 的 阶 ; 将 这 些 代入 (4) 并 考虑 到 所 采取 
的 计算 零点 和 极点 的 约定 ( 据 此 , N = 汀 nu 和 P= pv), 我 们 便 得 到 了 (3). 口 


习题 。 设 函数 f 满足 在 区 域 G 上 定理 1 的 条 件 , 而 函数 9 在 G 上 全 纯 . 证 明 


这 时 有 
| 
2 | 9h -并 ve- ve (5) 


其 中 的 第 一 个 和 取 遍 f 在 GG pg 六 二 个 和 和光 兴 f 在 G 中 的 所 有 极点 . 
这 推广 了 定理 1: 当 g = 1 时 , 从 (5) 就 得 到 (3) (每 个 零点 和 极点 所 取 的 次 数 等 于 它 
的 阶 数 ). 并 
所 证 明 的 这 个 定理 可 给 予 一 个 几何 的 陈述 . 我 们 以 道路 z = z(t), a <t<B 表 
示 9G, 并 以 B(t) 表示 加 沿 这 条 道路 的 原 簿 获 根据 牛顿 - 菜 布 尼 效 公式 有 
/4 于 太志 ®(8) — $B(a). (6) 
但 显然 , B(t) = ln flz(], 其 中 jn 代表 丁 对 数 的 任 一 分 支 它 沿 道路 8G 连续 地 变化 . 
因为 Lnf = In|f|+iArgf, 且 函 数 In|f(z)| 单 值 , 故 为 了 挑 出 这 个 分 支 只 要 挑 出 分 
支 argf 就 可 以 了 , 而 它 也 沿 着 6G 连续 地 变动 . In |f| 沿 闭 道路 8G 的 增 量 为 零 , 所 


@ 我 们 回忆 一 下 : 称 函 数 f 在 区 域 D 亚 纯 是 说 , 如 果 除 了 可 能 有 一 些 极点 外 它 在 D 上 为 全 纯 . 
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以 
®(6) — B(a) = i{arg f[2(6)] — arg flz(o)]}. 


记 其 右 端 在 i 后 的 因子 为 AaG arg f, 它 是 所 挑 出 的 幅 角 的 分 支 的 增 量 ,于 是 我 
们 可 以 改写 (6) 为 形式 , 
上 二 一 7AacG arg f. 

8aG 上 


因此 , 定理 1 可 赋予 如 下 形式 : 


定理 2 ( 幅 角 原理 ). 在 定理 1 的 条 件 下 , 函数 f 在 区 域 G 的 零点 个 数 NN 与 极 
点 个 数 PP 的 差 等 于 这 个 函数 绕 区 域 的 定向 边界 一 周 时 它 的 幅 角 增 量 除 以 2r: 
N—P= 二 Asac arg f. (7) 


显然 , (7) 的 右 端 几何 地 表示 了 当 z 沿 道路 8G 绕 一 圈 时 向 量 w = f(z) 绕 点 
w 二 0 的 圈 数 . 以 8G* 表示 道路 9G 在 映射 了 下 的 像 , 即 道路 w= flz(t)], a < t<p; 
于 是 这 个 数 等 于 向 量 w 绕道 路 98G* 时 的 圈 数 (图 70). 称 这 个 圈 数 为 道路 8G* 关于 
点 由 = 二 0 的 指标 , 记 为 indo8G*. 现在 幅 角 原理 可 读 成 


N-P= 二 Asac- a i (8) 


图 70 


注 1. 替代 函数 f 的 零点 可 以 考虑 它 的 a- 点 , 即 方程 f(z) = a 的 根 ; 为 此 只 要 
将 我 们 讨论 中 的 函数 f 换 作 f 一 a 即 可 . 如 果 8G 不 包含 函数 f 的 a- 点 (如 前 , 还 有 
极点 ), 则 


| 了 (区 了 小: 
N.—-P= = Fz) 一 一 dz 一 2rAac arg{ f(z) a (9) 


其 中 NN。 为 f 在 区 域 G 中 总 的 零点 数 . 转向 平面 w = f(z), 并 引进 道路 8G* 关于 
点 a 的 指标 概念 , 则 可 将 (9) 重 写 为 


N.—-P= 二 Asc- arg(w — a) = inda0G". (10) 


注 2， 公 式 (7) 的 右 端 是 函数 的 幅 角 沿 道路 的 增 量 , 对 于 任意 沿 此 道路 不 为 零 
的 连续 函数 f 它 也 是 有 意义 的 (但 它 的 最 初 的 定义 与 积分 相关 , 且 与 导数 f' 相 关联 
即 要 求 函 数 的 全 纯 性 )， 这 个 与 道路 的 像 9G* 的 指标 相等 的 量具 有 拓扑 的 特性 : 它 
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在 z 和 ww 的 拓扑 变换 下 不 变 . 人 们 发 现 , 可 以 引进 关于 有 零点 和 极点 阶 的 对 于 拓扑 
不 变 的 定义 (与 导数 或 展 成 级 数 无 关 ). 于 是 幅 角 原理 具有 拓扑 特性 : 它 对 于 所 有 拓 
扑 等 价 的 亚 纯 函数 ( 即 经 上 述 变量 的 拓扑 变换 下 得 到 的 函数 ) 成 立 . 对 这 些 问 题 感 
兴趣 的 读者 可 以 在 斯 托 伊 洛 夫 (C. Crtomnos) 的 书 《 解 析 函 数 的 拓扑 理论 讲义 》(M.: 
WJI, 1964) 中 找到 对 它们 的 详细 叙述 . # 


我 们 来 举 幅 角 原理 的 应 用 例子 : 


定理 3 (和 鲁 菊 中). 设 函 数 f 和 g 在 闭 区 域 G 上 全 纯 , 且 边 界 0G 为 连续 曲线 ， 
又 设 对 于 所 有 z € DG 


[f(z)| > lg(z)}. (11) 
于 是 , 函数 f 和 f+g 在 G 中 有 相同 个 数 的 零点 . 


证 明 . 由 (11) 看 出 , f 和 f+g 在 6G 上 不 等 于 零 @, 所 以 可 对 它们 应 用 幅 角 原 
理 . 因为 在 5G 上 f 关 0, 故 f+g=f(1+ 争 ) 亦 如 此 , 从 而 在 适当 选取 的 幅 角 值 下 ， 
我 们 有 


Ascarg(f +9) = AaG argf 十 AsGarg ( + 9 ) : (12) 
但 因为 在 6G 上 | 站 < 1 故 在 ze 8G 的 变化 下 , 点 w = 儿 不 会 越 出 圆 盘 {wl < 1 
因此 , 向 量 w = 1 + w 不 可 能 进行 绕 点 w = 0 变动 , 从 而 关系 式 (12) 的 第 二 项 等 于 
0. 故而 Aac arg(f +9) = AoG arg 了 由 此 , 根据 幅 角 原理 得 到 了 定理 的 结论 ，” 口 


鲁 软 定理 在 计算 全 纯 郴 数 上 有 用 . 特别 , 从 它 可 非常 简单 地 得 到 多 项 式 的 基本 
性 质 : 8 


定理 4， 任意 一 个 C 上 的 nn 次 多 项 式 已 , 正好 有 了 mn 个 根 . 


证 明 . 因为 P 只 在 无 穷 远 有 极点 , 故 它 的 所 有 的 根 均 在 某 个 圆 盘 {|z| < R} 
中 . 设 P= f+g, 其 中 f= aoz" (ao 关 0), 而 g = a1z"-!1 十 … 十 an; 有 必要 时 可 增 
大 RR, 故 可 设 在 圆 {|z| = R} 上 有 |f| > |gl, 这 是 因为 |f| = |aolR", 而 9 为 次 数 不 超 
过 n 一 1 的 多 项 式 . 根据 鲁 软 定理 , 已 , 在 圆 盘 {|z| < R} 中 具有 和 f = aoz" 一 样 多 
个 的 根 , 即 正好 nn 个 . ” 口 

习题 . 

1. 求 在 圆 环 {1 < |z| < 2} 中 多 项 式 z4 十 10z 二 1 的 根 的 个 数 . 

2. 证 明 , 任意 具 实 系数 的 多 项 式 可 以 分 解 为 具 同 样 实 系数 的 线性 式 与 二 次 式 的 
乘积 . # 


@ 重 歇 (E. Rouché), 1832 一 1910, 法 国 数学 家 . 
@ 事 实 上 ,在 8G 上 ,|f|>|gl>0 以 及 |f+gl>|f| 一 lg|>0. 


§11. 几何 原理 147- 


35. 保 区 域 原 理 号 
它 说 的 是 以 下 的 重要 定理 : 


定理 1@. 如 果 f 在 区 域 D 上 全 纯 且 不 恒 等 于 常数 , 则 像 D* = f(D) 也 是 个 
区 域 . 


证 明 . 需要 证 明 集 合 D* 为 连通 和 开 . 设 wi 和 wo 为 D* 中 任意 两 个 点 ; 我 们 
以 z 代表 在 D 中 wi 的 逆 像 中 的 任 一 点 , 而 分 别 地 , 以 zz 代表 w2 的 逆 像 中 任 一 
点 . 因为 集合 DD 为 (道路 ) 连通 , 故 存在 连接 点 za 和 zo 的 道路 7 : [a,B] 一 忆 . 由 项 
数 j 的 连续 性 , 像 yY* = fo 为 连接 点 wz 和 wo 的 道路 ; 显然 , 它 由 D* 中 的 点 组 
成 . 于 是 , 集合 D* 连通 . 

设 wo 为 D* 中 任 一 点 , 而 zo 为 其 在 D 中 道 像 的 任 一 点 . 因为 D 为 开 , 故 存在 
圆 盘 {|z - zo| <7} e D. 必要 时 可 减 小 7, 可 假定 {|z 一 zol < r} 不 含有 除去 zo 外 
其 他 的 wo- 点 (因为 f 关 常数 , 故 根据 22 小 节 的 唯一 性 定理 , 它 的 wo- 点 在 D 中 和 孤 
立 ). 我 们 以 yY = {|z 一 zo| = 7} 表示 这 个 圆 盘 的 边界 ; 又 设 


k= min|f(z) — wol. (1) 
显然 , py > 0, 这 是 因为 连续 函数 f(z) 一 wo 在 7 上 达到 模 的 极 小 值 , 那么 如 果 有 j= 0， 
则 在 7 就 会 存在 函数 f 的 wo- 点 , 与 我 们 圆 盘 的 构造 矛盾 . 
我 们 现在 证 明 {|w 一 wo| < 4} Cc D*. 事实 上 , 设 wi 为 此 圆 盘 中 的 任 一 点 , 即 
|wa — wol < rk. 我 们 有 
f(z2)— wi = jz) — wo + (wo — wi), (2) 
而 且 由 于 (1), 在 > 上 有 |f(z) - wo| > k. 因为 我 们 有 lwo 一 wi| < , 故 由 和 鲁 软 定 理 
f(z) 一 wi 在 7 的 内 部 的 零点 的 个 数 与 函数 f(z) 一 wo 在 那里 的 零点 的 个 数 相同 , 即 
至 少 有 一 个 零点 (点 zo 可 能 是 函数 f(z) - wo 的 多 重 零点 ). 因此 , 函数 f 在 内 部 
取 值 wi, 即 wl € D*. 然而 wl 是 属于 圆 盘 {jw 一 wo| < 4} 任意 点 , 于 是 , 整个 圆 盘 
属于 D*. D* 的 开 性 得 证 . 口 
注 。 我们 已 经 看 到 , 集合 D* 的 连通 性 质 要 求 郴 数 f 的 连续 性 , 而 在 证 明 开 性 质 
时 则 利用 了 唯一 性 定理 和 重 吹 定理 , 这 些 是 在 上 面 对 于 全 纯 函 数 建立 的 定理 . 对 于 任 
意 的 连续 明 数 关于 像 的 开 性 质 的 断言 并 不 成 立 , 以 下 的 例子 可 证 实 它 . 设 f = z2 十 训 ， 
而 D = {|z| < 1); 于 是 D* = f(D) 不 是 个 开 集 , 这 是 因为 D 的 竖 直 直 径 上 的 点 (是 
该 圆 盘 的 内 点 ) 变 成 了 D* 的 边界 点 了 . 
但 是 可 以 证 明 , 保 区 域 原理 (同样 还 有 它 所 基于 的 唯一 性 定理 和 和 鲁 葡 定理 ) 具有 
拓扑 特性 , 也 就 是 说 , 对 于 所 有 拓扑 等 价 于 全 纯 函 数 的 所 有 了 晒 数 都 成 立 . # 


中 这 一 般 被 称 为 “ 开 上 映射 定 理 ”. 一 一 译注 
四 此 定理 可 追 淹 到 黎 曼 (1851 年 ). 


习题 . 

1. 无 须 任 何 计算 , 请 解 第 6 小 节 的 公式 (12) 下 边 的 习题 (2). 

2. 设 函 数 f 在 {Imz > 0} 全 纯 , 并 在 实 轴 上 取 实 的 值 而 且 有 界 ; 证 明 f = 常数 . 
# 


类 似 的 , 然而 却 更 加 细致 一 点 的 考察 可 给 出 关于 全 纯 函 数 局 部 遂 问 题 的 解 . 该 
问题 可 表述 如 下 . 

已 知 函 数 w = f(z) 在 点 zo 全 纯 ; 要 求 找 出 在 点 wo = f(z0) 解析 的 函数 z = 
g(w), 使 得 g(wo) = zo 并 且 在 wo 的 某 个 邻 域 中 有 je g(w) 三 

在 解 这 个 问题 时 应 该 分 成 两 种 情形 : 

I 点 zo 不 是 临界 点 : f'(zo) 关 0 像 在 证 明 保 区 域 原理 时 那样 , 我 们 选取 除 中 心 
外 的 其 他 任何 wo- 点 的 圆 盘 {|z 一 zo| < r+}, 并 根据 公式 (1) 定义 jy > 0. 设 wi 为 圆 
盘 {jw 一 wo| < 4} 中 的 任意 点 ; 则 同样 的 讨论 (应 用 公式 (2) 和 和 鲁 歇 和 定理) 表明 函数 
f 在 圆 盘 {|z 一 zol <7} 中 取 值 wi 的 次 数 与 取 wo 的 一 样 多 . 但 在 圆 盘 {|z 一 zol <7} 
上 只 在 点 zo 取 值 wo, 并 且 又 由 于 条 件 f'(z0) 关 0 知 其 为 单 重 . 

因此 , 函数 f 作用 圆 盘 {|z 一 zol <7} 上 可 从 圆 盘 {jw 一 wo| < 全 中 取 任 意 值 ， 
而 且 只 取 一 次 . 换 句 话说 , 函数 f 在 点 zo 局 部 可 逆 . 

于 是 在 圆 盘 {|w 一 wo| < py} 定义 了 函数 z = g(w) 使 得 g(wo) = zo 和 fog(w) 三 w. 
由 f 的 单 叶 性 得 到 , 当 Az 关 0 时 有 Aw 关 0, 由 此 , 显然 , 推导 出 在 圆 盘 {|w 一 wo| < 分 
中 的 任意 点 导数 的 存在 性 : 


J 
9 (w) f'(z)’ (3) 


即 在 这 个 贺 盘 的 全 纯 性 9. 

IL 点 zo 是 临界 点 : f'(z0) = … = fp-0(zo) = 0, f(?)(z0) 关 0 (p > 2). 再 一 次 
重复 我 们 的 讨论 , 现在 则 选取 圆 盘 {|z 一 zo| < >} 使 得 在 其 中 除了 中 心 外 , 没有 任何 
其 他 wo- 点 , 也 没有 导数 f' 的 其 他 零点 (我 们 再 次 应 用 了 唯一 性 定理 ). 像 以 前 那样 ， 
我 们 选取 yu > 0, 并 从 圆 盘 {lw - wol < p} 中 取 任 意 点 wi, 证 实在 其 中 f 取 值 wa 
的 次 数 与 取 wo 的 次 数 一 样 . 由 所 考虑 情形 的 条 件 得 到 , 值 wo 在 zo 被 取 了 p 重 ; 因 
为 我 们 在 {0 < lz - zl <7} 上 还 有 f'(z) 去 0, 故 任意 满足 0 < jwl -ol < 的 值 
wi 只 被 函数 f 在 圆 盘 {|z 一 zol < >} 中 到 在 p 个 不 同 的 点 上 . 因此 , 函数 f 在 贺 盘 
flz 一 zol <7} 中 的 p 个 点 取 同 一 个 值 . 

我 们 来 解释 在 这 种 情形 下 局 部 逆 问 题解 的 解析 特性 . 在 点 zo 的 一 个 邻 域 中 我 
们 有 


w= f(z2)= wot (z— zo0)rp(z), (4) 


@ 由 (3) 可 看 出 , 对 于 导数 g' 的 存在 还 需要 使 f' 坟 0. 由 于 f' 的 连续 性 以 及 f(zo) 关 0, 故 可 认 
为 在 圆 盘 {|z - zol <r} 上 没有 临界 点 , 当然 , 如 有 必要 还 可 使 > 变 小 . 
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其 中 p 全 纯 上 且 异 于 零 . 由 此 得 到 

/pz)(z — 20) = (w — wo)!/?, (5) 
其 中 wy5 表示 在 所 考虑 的 邻 域 中 的 该 根 式 的 任 一 全 纯 分 支 . 这 个 分 支 在 此 刻 展开 为 
以 zo 为 中 心 的 泰勒 级 数 , 且 其 自由 项 不 为 零 ， 因此 对 于 yw(z) = Wep(z)(z 一 z0) 有 
由 '(z) 关 0， 又 令 (w 一 wo)VpP = w, 我 们 改写 (5) 为 形式 yw(z) = w, 并 应 用 上 面 考 
虑 过 的 情形 I 由 此 发 现 z 是 w 的 全 纯 函 数 : z = 和 8 dnw"， 在 这 个 展开 式 中 代 人 
w = (ww 一 wo)!?, 便 得 到 了 逆 于 f 的 函数 的 皮 瑟 级 数 的 展开 式 

z= g(w) = Ydn(w — wo)™?. (6) 
由 此 显 见 , 9 是 在 圆 盘 {|w 一 wo| < 好 中 的 解析 函数 并 且 wo 是 它 的 p 阶 分 支点 ( 参 
看 第 31 小 节 ). 

有 所 进行 的 分 析 , 特别 得 到 


定理 2.。 f'(z0) 关 0 是 全 纯 函 数 f 在 点 zo 为 局 部 单 叶 的 充分 必要 条 件 . 


注 1。， 这 个 条 件 的 充分 性 也 可 以 从 实 分 析 关 于 隐 函 数 的 一 般 性 定理 (映射 
(z,y) 一 (u,v) 的 雅 可 比 Jy(z) = |jP(z)|2 在 所 考虑 的 点 上 不 为 零 ) 得 到 .但 是 对 
于 在 实 分 析 意 义 下 的 任意 可 微 的 映射 , 条 件 .Jj(z) 关 0 对 于 单 叶 性 不 是 必要 的 . 这 可 
从 映射 的 例子 f = za + 记 看 出 , 它 的 雅 可 比 在 点 z = 0 等 于 0, 但 它 是 单 叶 的 . 


注 2。， 对 于 所 有 ze 了 有 f'(z) 关 0 的 局 部 单 叶 条 件 对 于 函数 在 整个 区 域 D 为 
整体 单 叶 是 不 够 的 . 这 譬如 说 , 可 从 函数 f(z) = ez 的 例子 看 出 , 它 在 C 每 个 点 为 局 
部 单 叶 , 但 在 任意 包含 了 一 对 使 得 zi 一 z2 = 2kri 的 点 z1 和 zo 的 区 域 都 不 是 单 叶 
的 , 其 中 关 0 为 整数 . # 


我 们 在 上 面 叙述 了 局 部 逆 问 题 的 定性 解 . 最 后 , 我 们 注意 到 , 解析 函数 论 的 方法 
给 予 了 这 个 问题 的 有 效 的 数值 解 . 为 简单 起 见 , 考虑 f'(zo) 取 0 的 情形 . 

像 上 面 一 样 , 构造 圆 盘 {jz 一 zol < 7} 和 {|w 一 wol < ww}, 并 在 第 二 个 圆 盘 的 任意 
固定 点 w 上 考虑 函数 h(C¢) = 人 除了 点 z = g(w), 其 中 9 为 函数 Ff 的 道外 , 它 
在 第 一 个 圆 盘 上 处 处 全 纯 , 而 在 此 点 (一 阶 极点 ) 的 留 数 为 >. 于 是 , 根据 柯 西 留 数 


定理 we 
1 /cr 
:一 2) TO (9 
其 中 y= {IC 一 zo|=7}. 
右 端的 积分 依赖 于 几 我 们 得 到 了 反 函 数 9(w) 的 积分 表示 . 由 此 , 如 同 从 柯 西 
积分 全 式 得 到 素 民 开 式 于 梓 进 行 可 以 得到 ， 的 等级 数 展开 式 . 我 们 有 


EO (w — wo)” 
J FO- WR TO wo 
f(6) — wo 


而 且 这 个 展开 式 在 圆 y 上 对 于 < 一 致 收 伍 (在 YY 上 |f(0) 一 wo| 4 而 |w 一 wo| < 几 ). 
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对 此 展开 式 乘 以 人 (0 并 沿 y 逐 项 积分 , 我 们 得 到 
z= g(w) = Ydn(w — wo)™, (8) 


n=0 


1 Cf'(C)dc 
OO 一 加 |: 


我 们 显然 有 do = zo, 而 当 n hs 可 以 用 分 部 积分 法 变换 我 们 的 表达 式 为 


TEST 
2rin .jn [GO) — wol 
被 积 函数 在 7 内 部 的 点 zo 具有 m 阶 极点 ; 按照 已 知 公式 (26 小 节 ) 求 它们 的 留 数 ， 
我 们 发 现 系数 的 最 终 表 达 式 为 


1 dr 一 1 志 机 
do=z0, dn = — lim (ES dd je ， n=1,2,.… (9) 


nl z 一 zo dz"-1 \ f(z)— 
称 具 系 数 (9) 的 级 数 (8) 为 比尔 量 - 拉 格 朗 站 级 数 @. 可 以 对 于 全 纯 函 数 的 有 效 逆 问 
题 使 用 它 . 


例 ， 设 f(z) = ze-"z; 我 们 来 求 出 这 个 函数 对 应 于 zo = 0 的 在 点 wo = 0 的 道 . 
由 公式 (9) 对 于 n > 1 我 们 得 到 
pe 5 (na 
mn- ( 志 ) nl 


从 而 比尔 曼 - 拉 格 朗 日 级 数 具有 形式 
a g(w) = So 


可 以 指出 ， ee f(z0) = … = jp-u(zo) = 
0, f)(zo) 关 0,p> 2 的 情形 , 但 我 们 不 准备 在 此 讲 它 . 


36. 代数 函数 的 概念 


这 个 概念 在 分 析 和 应 用 中 都 起 着 重要 的 作用 . 我 们 在 这 里 介绍 两 个 代数 隔 数 的 
定义 并 证 明 它们 等 价 . 为 了 阐述 它们 中 的 第 一 个 , 我 们 回忆 , 我 们 称 之 为 的 解析 函数 
的 代数 奇 点 是 指 , 当 逼 近 它 的 有 限 阶 分 支点 时 分 支 函 数 趋向 于 有 限 的 或 无 穷 的 极限 ， 
而 且 还 有 它 的 分 支 的 极点 (第 31 小 节 ). 


定义 1. 在 芯 上 的 有 限 值 @ 解 析 函 数 , 如 果 它 的 奇 点 的 集合 4 = {a1,… ,ol} 
有 限 , 而 且 它们 全 都 是 代数 的 , 则 称 它 为 代数 函数 ， 
代数 函数 在 云 \ 4 的 每 个 点 上 具有 相同 个 数 的 元 . 事实 上 , 任意 两 个 点 z', z” € 


@ 这 个 级 数 在 拉 格 朗 日 (1770 年 ) 和 Biirmann (1779 年 ) 的 著作 中 发 现 ; 他 们 都 没有 用 积分 表示 
(7) 及 其 计算 来 得 到 它 . 

@ 请 注意 , 函数 的 有 限 值 性 质 不 能 由 定义 的 其 他 条 件 推 出 : 在 有 限 个 点 ai 上 可 以 排列 有 无 穷 多 
个 有 限 阶 的 分 支点 . 


其 中 
(n = 0,1,.…). 


人 1 wn (10) 
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C\ A 可 以 用 不 经 过 4 的 道路 y 连接 , 从 而 每 个 属于 所 考虑 的 函数 的 元 可 没 7 解析 
延 拓 . 设 函 数 在 xx 和 z” 分 别 有 mw 和 n” 个 元 ; 沿 7 的 延 拓 将 每 个 在 z' 的 元 移动 为 
在 z” 的 元 , 而 且 根 据 唯一 性 定理 , 不 同 的 元 不 能 变 到 同一 个 , 因此 mw” > nm, 但 由 于 
点 内 和 z” 具有 同等 的 地 位 , 我 们 也 有 m > n”; 因此 mw = n”. 称 这 个 共同 的 数 为 此 
代数 函数 的 次 ; 几何 地 看 , 它 意 味 着 这 个 函数 的 黎 曼 面 的 叶 数 (参看 32 小 节 ). 


定理 1.。n 次 代数 函数 的 值 满足 代数 方程 
p(z, Ww) = po(z)w" + pi1(2)w" 十:… 十 pn(z) = 0, (1) 
其 中 py; 为 多 项 式 , 它们 全 体 的 集合 不 具有 常数 以 外 的 公 因 式 . 


证 明 . 当 n= 1, 函数 为 单 值 从 而 它 的 奇 点 只 能 是 有 限 个 极点 ; 于 是 它 是 有 理 的 
(第 25 小 节 , 定理 4), 因而 是 两 个 多 项 式 的 分 式 : w = 一 p1(z)/p2(z), 这 等 同 于 (1). 
对 于 n > 1, 我 们 固定 点 ze CG \ 4, 并 以 所 (z),… , fn(z) 表示 所 考虑 函数 在 它 的 值 . 
函数 f; 在 z 的 邻 域 内 全 纯 并 且 可 沿 任意 不 通过 点 ak € 4 的 道路 解析 延 拓 . 

在 沿 闭 道路 绕 点 ak 时 , f; 的 值 会 变化 , 但 这 个 变化 仅仅 在 于 f; 转移 到 所 考虑 
函数 在 同一 点 的 另 一 个 值 fy, (实际 上 , 在 点 z 它 有 7 个 值 f(z),… ,fn(z)). 因此 基 
本 对 称 函 数 

0l 一 万 十 … 十 所，oo 王 万 户 二 十 太 -1j， :i on=f fn 
当 绕 点 ak 做 圈 时 不 变 . 于 是 , 函数 ox 单 值 并 在 4 外 全 纯 , 而 在 这 个 集合 中 的 点 上 
它们 仅 有 极点 . 根据 上 面 所 引述 的 定理 因而 得 知 , 它们 全 都 是 有 理 的 . 
从 代数 知道 , 值 f(z),… , f(z) 是 方程 
WwW" Co(z)w" 1+.…++(—l1)"on(z)=0 


的 根 . 

将 oj 表示 为 多 项 式 的 比 , 然后 将 上 面 这 个 方程 两 边 乘 以 所 有 cj 的 分 母 的 最 小 
公 倍 多 项 式 , 并 消去 所 有 分 子 的 (非常 数 ) 公 因 子 (如 果 有 的 话 ). 这 样 我 们 便 得 到 了 
形 如 (1) 的 方程 . 口 


注 . 方程 式 (1) 左 端的 多 项 式 P(z,w) 是 不 可 约 的 , 即 不 可 能 将 它 表 示 为 两 个 
z, 2 的 多 项 式 的 乘积 , 其 中 每 一 个 都 非常 数 . 事实 上 , 设 P = PP; 于 是 所 考虑 的 
函数 在 点 zo & 4 一 个 邻 域 中 的 分 支 f 满足 方程 Pi(z, f(z)) x 已 (z, f(z)) = 0. 至 少 
两 个 因子 之 一 , 譬如 已, 在 此 邻 域 中 总 取 无 穷 次 零 值 , 因此 在 此 邻 域 P(z, f(z)) = 0. 
然而 可 以 找到 在 \ 4 中 的 闭 道路 将 f(zo) 转换 为 我 们 的 函数 的 另外 一 个 值 方 (zo)， 
再 由 解析 延 拓 的 唯一 性 定理 , 我 们 得 到 , 在 所 考虑 的 邻 域 中 有 号 (z,f;(z)) 三 0. 这 个 
恒等式 对 于 我 们 函数 的 所 有 分 支 都 成 立 , 即 多 项 式 PP(z,w) 关于 w 有 nn 个 根 , 从 而 
它 关 于 w 的 次 数 为 n, 于 是 书 关于 w 为 零 阶 , 即 只 依赖 于 z, 而 如 果 它 不 是 常数 的 
话 , 就 与 方程 (1) 的 系数 没有 非常 数 公 因 式 矛盾 . 


考虑 到 这 个 注解 , 我 们 便 可 以 证 明定 理 1 的 逆 定 理 . 
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定理 2. (关于 w 的 ) 不 可 约 代数 多 项 式 
Pl(z,w) = po(z)w" + :+ pn(2z) (2) 
的 根 是 某 个 代数 函数 的 值 . 


证 明 . 我 们 注意 到 , 多 项 式 po(z) 的 零点 , 是 在 其 上 方程 P(z,w) = 0 具有 在 无 
穷 远 根 的 点 , 还 有 多 项 式 P 的 判别 式 D(z) 的 零点 , 是 在 其 上 这 个 方程 具有 重 根 的 点 . 
由 于 不 可 约 多 项 式 P 的 判别 式 D 关 09, 故而 这 些 例外 点 的 集合 A = {al,:… ,ar} 
有 限 . 

固定 点 zo 4 4, 并 以 wo 表示 多 项 式 P(zo,ww) 的 根 中 的 一 个 ; 于 是 P(zo, wo) = 0， 
而 导数 P' (zo,wo) 0. 

我 们 选取 邻 域 V = {lw 一 wo| < 7}, 使 得 在 其 中 不 包含 P(zo,w) 的 其 他 根 ， 
并 记 p = minweav |P(zo,w)|，p > 0. 由 于 P 的 对 全 体 变 量 的 连续 性 , 存在 邻 域 
辽 ={lz- zol 和 5} 使 得 当 (z,w) eEUxV 时 |P(z,w) - P(zo,u)| < p. 于 是 , 令 

Pl(z,w) = P(zo, Ww) 十 (P(z, w) — P(zo0, w)), 
根据 鲁 歇 定理 我 们 得 出 结论 说 , 对 于 任意 固定 的 ze U, 函数 P(z,w) 在 V 上 正好 有 
一 个 零点 w = f(z), 并 根据 在 第 35 小 节 的 公式 (7), 有 


dl wP,,(z,w) 
f(z) 一 Drt si P(z,w) dw. (3) 


因为 当 ze UV 和 w € BV, 分母 P(z,ww) 关 0, 故而 被 积 郴 数 , 从 而 意味 着 函数 了 ， 
在 U 中 全 纯 . 显然 , 元 (UV, f) 沿 任意 不 通过 点 oj 的 道路 7 可 解析 延 拓 , 而 根据 唯一 
性 定理 , 由 此 延 拓 得 到 的 函数 的 值 满足 方程 P(z,w) = 0. 因此 , 在 这 样 的 延 拓 下 产生 
的 解析 函数 是 有 限 值 的 , 而 它 的 奇 点 只 可 能 是 点 ai, 它们 是 孤立 , 以 及 至 多 是 有 限 阶 
的 分 支点 . 

设 a 是 那些 点 中 一 个 ; 我 们 已 指出 , 我 们 函数 的 任何 分 支 在 通 近 这 个 点 时 趋向 
于 有 限 极限 或 无 穷 大 . 记 9 = (z -a)™f, 其 中 m 我 们 目前 选 为 非 负 整数 . 显然 , 函 
数 9 满足 方程 


n __ mP1l n—1 a _ amnPn 一 
区 
并 且 , 如 果 取 m 使 得 所 有 的 系数 (z 一 oj”?pi(z)/po(z) 当 z 一 a 时 趋向 于 0 (这 样 做 
是 可 能 的 , 因为 po 是 多 项 式 ), 故 这 个 方程 的 所 有 根 (它们 中 有 函数 9 的 值 ) 当 z 一 a 
时 趋向 于 0@. 于 是 当 z 一 a 时 f=g/(z 一 a)" 趋向 于 有 限 或 无 穷 极限 , 即 是 函数 
的 代数 奇 点 . 


@ 参 看 A. U. 柯 斯 特 利 金 的 《代数 学 引 论 》(M.: Hayxa, 1977; 中 译本 三 卷 , 分 别 由 张 英 伯 、 牛 凤 
文 、 郭 文彬 译 , 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2006 一 2008), 也 可 参看 本 书 的 第 二 卷 . 

@ 事 实 上 , 我 们 考虑 方程 wn 十 ciw"-!1 十.… 十 cn = 二 0 并 记 s = |ci| 十 … 十 |cn|. 如 果 这 个 方程 的 
根 w 的 模 <<1, 则 |w"| < jcltzon-1 十 :十 cn| 专 s, 而 如 果 |w| > 1, 则 |wr| 和 (lcl 十 … 十 |cn|)lwl 一 . 
不 管 在 哪 一 种 情形 都 有 |w| < max( Ws, s), 这 意味 着 当 s 一 0 它 趋向 0. 
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因此 , 由 多 项 式 (2) 的 根 的 值 所 建立 的 解析 函数 是 代数 的 . 还 要 证 明 , 这 个 函数 
包含 了 该 多 项 式 的 所 有 的 根 , 即 它 是 nw- 值 的 . 如 果 不 是 这 样 , 则 按照 定理 1, 由 该 函 
数 所 构建 的 多 项 式 Q(z,w) 就 会 具 小 于 n 的 次 数 , 而 因为 对 于 固定 的 z 多 项 式 Q 的 
所 有 根 是 P 的 根 , 故而 P 被 Q 除 尽 , 这 与 P 的 不 可 约 性 矛盾 . 口 


定理 1 和 2 证 明了 , 代数 函数 可 以 定义 为 形 如 (1) 的 方程 的 解 : 这 也 解释 了 它 
们 具有 的 各 种 各 样 的 应 用 . 


37. 最 大 模 原理 和 施 瓦 茨 引 理 
最 大 模 原 理 可 由 以 下 定理 表达 : 


定理 1。 如果 函数 f 在 区 域 D 上 全 纯 , 并 且 它 的 模 |f| 在 某 个 点 zo E D 达到 
(局 部 ) 极 大 值 , 则 f 为 常数 . 


证 明 . 我 们 利用 保 区 域 原理 来 证 明 . 如 果 f 关 常数 , 则 它 将 zo 变换 到 区 域 D* 
中 的 点 wo， 存 在 圆 盘 {lw 一 wo| < 中 C D*, 而 在 其 中 可 以 找到 wi 使 得 |wi| > 
lwol. 于 是 函数 f 在 点 zo 的 某 个 邻 域 中 取 值 wi, 从 而 与 |f| 在 zo 达到 极 大 的 假定 
相反 . 口 


考虑 到 在 闭 集 上 连续 函数 的 性 质 , 最 大 模 原 理 还 可 叙述 为 


定理 2， 如 果 函 数 f 在 区 域 D 上 全 纯 , 并 在 万 上 连续 , 则 |f| 在 边界 BD 达到 
极 大 . 


证 明 . 如 果 f = 常数 (在 D 中 , 而 又 连续 性 意味 着 在 万 为 常数 ), 断言 平凡 . 如 
果 f 冯 常数, 则 |f| 在 DD 的 点 上 不 能 达到 极 大 , 而 因为 在 D 上 |f| 应 该 达到 极 大 值 ， 
故 它 在 9D 达到 . 口 


习题 . 

1. 设 P(z) 为 z 的 n 次 多 项 式 , 且 M(r) = maxlzl=r|P(z)l; 证 明 , M(7)/r" 为 递 
降 函 数 . 

2. 叙述 并 证 明 关 于 全 纯 函 数 实 部 的 极 大 值 原理 . # 


对 于 极 小 模 的 类 似 断 言 , 一 般 说 来 并 不 成 立 . 这 可 由 顶 数 了 = z 在 圆 盘 {|z| < 1} 
的 例子 看 出 (|f| 的 极 小 在 z = 0 达到 ). 但 是 成 立 这 样 的 

定理 3， 如 果 函 数 f 在 区 域 DD 全 纯 , 并 在 此 区 域 中 不 取 零 值 , 则 |f| 在 D 内 达 
到 它 的 (局 部 ) 极 小 值 只 能 发 生 在 f 为 常数 的 情形 . 


为 证 明 它 只 要 对 g = 1/f 应 用 定理 1 即 可 , 因为 f 头 0, 故 g 在 D 中 全 纯 . 
所 得 到 的 这 些 结果 表明 全 纯 函 数 的 模 曲面 , 即 在 空间 (z,y,p) 中 具 方 程 p = 
|f(z)| 的 曲面 (参看 第 5 小 节 ) 具有 某 些 结构 上 的 特点 ， 这 就 是 说 它 不 可 能 有 局 
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部 极 大 , 并 且 如 果 不 处 于 p = 0 的 水 平 线 上 也 不 可 能 有 相对 极 小 (图 71 的 点 a 和 5). 
这 个 曲面 的 点 在 且 仅 在 那些 两 个 导数 叶 和 呀 | 为 零 的 点 具有 水 平 切 平面 , 或 等 价 


地 , 在 且 仅 在 那些 两 个 导数 细 和 最 为 零 (或 称 驻 点 ). 具有 水 平 切 平面 简单 的 计 
算 表 明史 _ 


ofl_ fp of _ ff sr 
由 此 可 知 , 函数 f 的 驻 点 或 者 可 以 是 它 的 零点 (|f| 在 水 平面 p = 0 的 极 小 点 , 就 像 
在 图 71 上 的 点 c), 或 者 是 它 的 导数 f' 的 零点 ( 模 曲 面 的 鞍点 , 就 像 在 图 71 上 的 
点 qd). 


p= |f(z)| 


图 71 


最 大 模 原理 对 于 函数 论 有 重要 应 用 . 举例 说 , 借助 于 这 个 原理 容易 解释 清楚 为 
什么 龙 格 定理 (第 23 小 节 ) 对 多 连通 区 域 不 成 立 . 事实 上 , 在 非 单 连通 区 域 D 上 存 
在 闭 的 若 尔 当 曲线 r, 其 内 部 至 少 有 一 点 zo 4 D. 如 果 某 个 函数 被 多 项 式 在 任 一 个 
紧 集 合 K € D 上 一 致 副 近 , 则 存在 多 项 式 的 序列 囊 , 在 Y 上 一 致 收敛 于 f. 按照 柯 
西 判别 法 , 对 于 任意 s > 0 可 以 找到 序号 N, 使 得 对 所 有 m,n > N, 在 任意 点 zx E7 
有 

IPn(z)— PP,(z)| < E， 


根据 最 大 模 原理 ,这 个 不 等 式 在 由 7 所 包围 的 区 域 G 的 任意 点 上 都 成 立 , 由 此 ， 
根据 同一 判别 法 , 序列 PP, 在 G 上 一 致 收敛， 按照 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (23 小 节 )， 
lim，,。 书 , 为 在 G 上 的 全 纯 函 数 . 但 是 在 GND 的 点 上 这 个 极限 与 f 相同 , 从 而 f 
可 延 拓 到 G 中 , 特别 , 可 延 拓 到 点 zo. 因为 不 是 O(D) 中 的 任何 函数 都 具有 这 个 性 


@ 公 式 (1) 通过 对 函数 |f| = V7 了 进行 对 z 和 z 的 形式 的 微分 得 到 ; 其 有 效 性 来 自 显 见 的 公式 
olf| _ vuz 十 vuz of _ vuvt vvy 


ar 用 ”6 I 
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质 (譬如 , -一 -- 便 不 具有 ), 故 并 非 O(D) 中 所 有 函数 可 以 被 多 项 式 一 臻 逼近, 这 与 龙 


格 定理 的 断言 相 背 . 

习题 . 

1. 证 明 , 在 7 = {|z| < 1} 上 全 纯 并 在 5 中 连续 的 函数 f, 如 果 它 不 取 零 且 在 
|z|=1 时 |f(z)| = 1, 则 为 常数 . 

2. 设 函 数 f 和 9 在 U 中 全 纯 并 在 友 中 连续 ; 证 明 |f(z)| + lg(z)| 在 {|z| = 1} 
达到 最 大 值 . | 提示 : 考虑 函数 h = eiof + ei8g, 其 中 a 和 6 是 引进 的 常数 .] # 


以 下 是 最 大 模 原 理 的 简单 推论 : 


引 理 ( 施 瓦 茨 @). 设 函 数 f 在 圆 盘 U = {|z| < 1} 中 全 纯 , 但 其 模 在 那里 不 超 
过 1 ( 即 对 于 所 有 z EU, |f(z)| < 1), 并 且 f(0) = 0. 于 是 , 对 于 所 有 的 zeEU 有 
|f(z)| < |z|, (2) 
另外 , 如 果 等 号 只 要 在 一 个 点 z 关 0 上 成立, 则 它 就 在 U 中 处 处 成 立 , 并 且 在 这 种 情形 
有 f(z) 三 eicz, 其 中 a 为 实 常数 . 


证 明 . 考虑 函数 p = f(z)/z; 由 于 条 件 f(0) = 0, 它 在 VU 上 全 纯 . 考虑 任意 的 
圆 盘 U. = {lz| < r} r < 1; 根据 定理 2, 函数 |p| 在 它 的 边界 y. = {|z| = >} 上 达到 
它 的 极 大 值 @. 然而 在 x. 上 由 条 件 |f| < 1, 我 们 有 lo| < 1/7; 因此 在 Zr 处 处 有 

Ip(z) & 1/r. (3) 
固定 z 并 让 > 趋向 1; 由 不 等 式 (3) 在 极限 得 到 w(z) < 1, 即 对 于 所 有 z e UV- 有 
|f(z)| < |z|. 因为 任 一 点 ze U 必 落 在 某 个 圆 盘 U, > < 1 中 , 从 而 不 等 式 (2) 得 证 . 

如 果 在 任 一 点 ze UV, (2) 的 等 号 成 立 , 则 |p| 达到 它 的 极 大 值 , 即 1. 于 是 y 为 

常数 , 其 模 显 然 为 1, 即 yp(z) 三 eic 从 而 f(z) 三 etez. 口 


由 施 瓦 茨 引 理 推 出 , 在 从 圆 盘 {|z| < 1} 到 圆 盘 {lw| < 1} 的 , 将 中 心 变 到 中 心 
的 全 纯 映 射 f 下 , 任意 圆 {|z| = r} 的 像 都 在 圆 盘 {lw| < r+} 内 部 (图 72). 这 时 


图 72 


OH. Schwarz (1843- -1921) 德国 数学 家 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 ; 这 个 重要 的 引 理 出 现在 他 1869 一 
1870 的 工作 中 . 

@ 我 们 不 能 直接 应 用 这 样 的 讨论 到 圆 盘 U 上 去 , 这 是 因为 f, 从 而 y, 一 般 来 说 , 在 其 边界 并 不 
确定 . 
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{|z| = 7} 的 像 与 {lw| = r} 有 公共 点 只 能 发 生 在 当 f 成 为 绕 点 z = 0 的 旋转 的 情形 . 

习题 . 

1. 证 明 , 在 施 瓦 茨 引 理 的 条 件 下 有 |f'(0)| < 1, 并 且 等 式 成 立 当 且 仅 当 f(z) = 
eioz. 

2. 设 feoO(D),f:U—UV 且 f(0) =… = fk-D(0) = 0; 证 明 对 于 所 有 ze Dr 
有 |f(z)| < |z|*. 夫 


$12. 黎 曼 定理 


在 区 域 D 上 的 任意 全 纯 且 单 叶 的 函数 f 可 以 实现 为 这 个 区 域 的 一 个 共 形 映射 ， 
这 是 因为 根据 在 第 35 小 节 从 单 叶 性 所 证 明 的 得 出 , 在 D 中 没有 f 的 临界 点 . 我 们 
在 前 面 已 多 次 考虑 过 由 给 出 的 函数 所 实现 的 映射 . 在 这 里 我 们 要 考虑 更 难 和 更 重要 
的 具有 实用 目的 的 反问 题 : 

给 出 两 个 区 域 Di 和 D2; 要求 找 出 从 其 中 一 个 到 另 一 个 的 ( 单 叶 的 ) 共 形 映射 
f :D1 = D>. 


38. 共 形 同 构 和 自 同 构 


定义 。 从 区 域 Di 到 D。 上 的 ( 单 叶 的 ) 共 形 映射 f 也 被 称 为 ( 共 形 ) 同 构 , 而 
称 这 个 映射 涉及 的 两 个 区 域 为 同 构 (或 共 形 等 价 ). 区 域 到 自己 的 同 构 称 为 ( 共 形 ) 自 
同 构 . 

容易 看 出 , 任意 区 域 D 的 自 同 构 po : D 一 D 的 集合 构成 一 个 群 , 成 为 这 个 区 域 
的 自 同 构 群 , 记 为 Aut D. 取 复 合 pa opl 作为 群 的 运算 , 恒 等 映射 e : z m z, 作为 单 
位 元 , 而 w = w(z) 的 道 元 是 逆 映 射 z = gp-1(w). 

区 域 上 自 同 构 群 的 丰富 内 涵 可 以 预先 判断 出 从 其 他 区 域 到 它 的 全 纯 映射 的 丰富 
内 涵 . 这 可 理解 为 


定理 1。 如 果 fi0 : Di 一 D2 为 任 一 固定 的 同 构 , 则 Di 到 D 上 的 所 有 同 构 的 

集合 可 由 公式 
f=ypofo (1) 

表达 . 其 中 pe Aut Da 是 区 域 Da2 的 任意 自 同 构 . 

证 明 . 任意 自 同 构 p e Aut Dz, 复合 po fo 显然 是 Di 到 Da 的 共 形 映射 . 男 
一 方面 , 设 f : Di 一 Dz 为 任 一 同 构 ; 于 是 = fo 三 :是 Ds 到 自己 的 共 形 映射 , 即 
D2 的 自 同 构 , 由 此 公式 得 到 了 (1). 口 

我 们 在 后 面 仅 限于 考虑 单 连通 的 区 域 D. 我 们 从 中 挑 出 三 个 我 们 称 之 为 典型 区 
域 的 : 闭 平 面 C, 开平 面 C, 以 及 单位 圆 盘 U = {|z| < 1}. 在 第 10 小 节 , 我 们 曾 计算 
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过 这 些 区 域 的 分 式 线性 自 同 构 群 . 然而 成 立 
定理 2。 这 些 典 型 区 域 的 任何 共 形 自 同 构 都 是 分 式 线性 的 . 


证 明 . 设 yp 是 C 的 任 一 自 同 构 ; 存在 一 个 在 下 对 应 于 无 穷 远 点 的 唯一 的 点 
zo € C, 因此 函数 y 在 除去 zo 的 C 上 处 处 全 纯 , 而 在 zo 为 极点 . 在 n > 2 阶 极点 的 
邻 域 中 函数 是 非 单 叶 的 , 故而 y 在 zo 有 一 阶 极点 . 根据 第 25 小 节 定 理 4 可 得 出 结 
论说 , 当 az 六 co 时 yp 具有 形式 pw(z) = = 和 -十 B, 而 在 z = oo 则 为 w(z) = hz+B 
(4 和 B 为 常数 ), 因而 , yp 是 个 分 式 线性 函数 . 对 于 开平 面 C 的 情形 可 做 类 似 考虑 . 

设 ” 为 单位 圆 盘 的 任 一 自 同 构 ; 记 yp(0) = wo, 并 构造 圆 盘 U 的 一 个 分 式 线性 
自 同 构 


1 — wow 
它 将 点 wo 变 到 0. 复合 了 = 和 ow 也 是 U 的 自 同 构 , 并 且 f(0) = 0. 另外 , 因为 对 于 
所 有 z EU 有 |f(z)| < 1 故 将 上 一 小 节 的 施 瓦 茨 引 理 用 于 函数 f, 从 而 对 于 所 有 的 
zEU 有 

|f(z)| < |zl. 
然而 逆 映 射 z==f-1(w) 满足 这 同一 个 引 理 的 条 件 , 因此 对 于 所 有 we U 有 |f-!1(w)| < 
lwl, 由 此 , 令 w = f(z), 我 们 便 得 到 , 对 所 有 的 zeU 有 

|z| < |f(2)|. 

因此 , 我 们 对 于 所 有 的 xz e UV 有 |f(z)| = |z|, 并 且 根 据 施 瓦 茨 引 理 最 后 得 到 

f(z) = eicz. 这 样 , p = 和 -!1of = 和 -li(eiez) 便 是 个 分 式 线性 映射 . 口 


考虑 到 第 10 小 节 的 结果 , 我 们 得 到 了 对 于 典型 区 域 的 全 部 ( 共 形 ) 自 同 构 的 完 
全 描述 . 


(J) 闭 平 面 : 
去 QZ 十 
AutT = 人 一 天 ad-be#0} (2) 
(II) 开平 面 : 
AutC 一 {z 一 az 十 bb a 0}. (3) 
(III) 单位 圆 盘 : 
AutU = { 一 eia 二 一 一， la| < 1， ae R} ; (4) 
1l1—az 


容易 看 出 , 不 同 的 典型 区 域 互 不 同 构 . 事实 上 , 闭 平面 (球面 ) C 甚至 与 C 和 U 
都 不 同 胚 , 从 而 不 能 够 全 纯 地 在 这 些 区 域 间 共 形 映射 . 区 域 C 和 U 同 胚 , 但 譬如 说 
到 C 到 UV 上 的 共 形 映射 则 是 不 存在 的 , 理由 是 , 这 样 的 映射 应 该 以 整 函 数 f 来 实 
现 , 而 它 又 处 处 有 |f(z)| < 1, 于 是 由 刘 维 尔 定 理 , f = 常数 . 

边界 为 空 集 的 区 域 恒 同 于 C. 边界 只 由 一 个 点 构成 的 区 域 是 去 掉 一 个 点 的 平面 
T, 显然 共 形 地 (甚至 分 式 线性 地 ) 同 构 于 C. 作为 这 一 节 的 基本 结果 的 歼 曼 定理 是 
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说 , 任何 边界 多 于 一 个 点 的 单 连通 区 域 D (从 而 为 无 穷 多 个 点 , 这 是 因为 这 时 的 边界 
是 连通 的 ) 同 构 于 单位 圆 盘 U. 

我 们 稍 后 再 证 明 这 个 存在 性 的 定理 , 在 这 里 我 们 先 来 证 明 这 种 共 形 映射 的 唯一 
性 定理 : 


定理 3. 如 果 区 域 D 同 构 于 单位 圆 盘 U, 则 所 有 DD 到 U 上 的 共 形 映 射 的 集合 
依赖 于 三 个 实 参 数 . 特别 , 存在 从 区 域 DD 到 UU 上 的 唯一 的 共 形 映射 f, 它 被 如 下 条 

件 标 准 化 : 
f(z0) =0, argf'(z0) = 0, (5) 


其 中 zo 是 D 中 一 个 任意 点 , 而 9 为 一 任意 实数 ， 


证 明 . 第 一 个 断言 来 自 定理 1, 其 理由 是 在 公式 (4) 中 Aut D 依赖 于 三 个 实 参 
数 : 点 a 的 两 个 坐标 以 及 a. 

为 证 明 第 二 个 论断 我 们 假定 有 两 个 从 区 域 D 到 UV 上 的 这 样 的 映射 有 和 fs， 
并 且 它 们 均 满 足 标 准 化 条 件 (5)， 于 是 pg = 有 ho 后， 是 U 的 一 个 自 同 构 , 还 满足 
gp(0) =0 以 及 argw'(0) = 0. 从 公式 (4) 我 们 得 到 a = 0 及 a = 0, 即 yp(z) = zz 或 者 
fi(z)==f2(z). OO 

习题 .证明 存在 不 多 于 一 个 的 从 D 到 单位 圆 盘 UV 上 的 共 形 映射 , 使 它 在 D 
上 连续 并 满足 以 下 标准 化 条 件 之 一 : (a) 给 定 了 D 的 一 个 内 点 和 一 个 边界 点 的 像 ; 
(b) 给 定 了 DD 的 三 个 边界 点 的 像 . # 


为 了 证 明 黎 曼 定理 还 需 发 展 出 一 些 工 具 ， 而 它们 在 复 分 析 的 其 他 的 问题 中 也 
有 用 . 


39. 紧 性 原理 
定义 1， 称 在 区 域 D 上 给 出 的 函数 族 {f} 为 局 部 一 致 有 界 是 说 , 如 果 对 于 任 
意 集 合 K € D, 存在 常数 M = M(K) 使 得 对 于 所 有 ze K 和 所 有 fe {f} 有 
|F(z)| < M. (1) 
称 族 {f} 为 局 部 等 度 连续 是 说 , 如 果 对 于 任意 es > 0 以 及 任意 集合 K & D, 可 以 
找到 6 = 6(e,K) 使 得 对 于 所 有 满足 |z' 一 z"| <6 的 z', z” EK 以 及 所 有 的 fe {f} 
都 有 


|f(2)— f(z )| <e. (2) 

定理 1。 如 果 在 区 域 DD 中 全 纯 的 函数 族 {f} 为 局 部 一 臻 有 界 , 则 它 也 为 局 部 
等 度 连 续 . 

证 明 ， 设 K e D; 我 们 以 2p 记 不 相交 的 闭 集合 天 和 8D 之 间 的 距离 , 即 对 于 
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所 有 ze 天 和 所 有 ¢ € 8D 取 的 inf |z 一 CI®, 并 以 


K(?) = (J {z:|z~2zol<p} 
zoEK 


为 集合 K 的 p- 拉 开 . 因为 Kl?) € DD, 可 以 找到 常数 M 使 得 对 所 有 的 z e KW) 和 所 
有 的 fe{f} 有 |f(z)| < M. 设 zz 为 K 中 任意 两 个 满足 |z' 一 z"| <p 的 点 . 因为 
圆 盟 U = {jz-z'| < p} Cc K(P), 故 而 对 这 个 圆 盘 中 的 所 有 点 z 有 |f(z)-f(z)| < 2M. 
映射 5 = 3(z 一 z') 将 Up 变换 到 圆 盘 {|C| < 1}, 而 函数 9(() = {f(z'++Cp) 一 f(z)} 
则 满足 了 施 瓦 茨 引 理 的 条 件 . 
根据 此 引 理 有 , 对 于 所 有 满足 |C| < 1 的 C< 有 |g(0)| 和 |, 或 者 写成 , 对 于 所 有 
的 ze 有 
0 -FO < le (3) 


当 给 出 。 > 0 时 , 我 们 令 6 = min (p, 咯 ), 于 是 由 (3) 得 到 , 如 果 |z 一 z"| < 6, 则 对 
于 所 有 fe{f} 有 If(z)-f(z")<e 口 


定义 2， 称 在 某 个 区 域 D 中 给 出 的 函数 族 {f} 为 紧 @ 是 说 , 如 果 这 个 族 中 函数 
fr 形成 的 每 个 序列 中 可 以 找 出 子 序列 fn 使 得 它 在 任意 K e D 上 一 致 收敛 . 


定理 2 ( 蒙 泰 尔 )@. 如 果 在 区 域 D 中 的 全 纯 函 数 族 {f} 局 部 一 致 有 界 , 则 它 在 
DD 上 紧 . 


证 明 . (a) 我 们 先 证 明 , 如 果 序 列 fC {f} 在 某 个 集合 EC D 的 每 点 收敛 , 其 
中 瑟 在 万 中 处 处 稠密 , 则 它 在 每 个 K E D 上 一 致 收 合 . 固定 一 个 s > 0 和 一 个 集合 
Ke D; 利用 族 {f} 的 等 度 连 续 性 , 我 们 将 D 分 割 为 正方 形 , 其 边 平行 于 z 平面 的 
坐标 轴 , 并 且 其 边 长 如 此 之 小 , 使 得 对 于 属于 同一 个 正方 形 的 任意 两 个 点 z', ze K 
及 任意 的 fe {f}, 成 立 不 等 式 
|f(z)— f(z")| < e/3. (4) 
集合 K 被 有 限 个 这 种 正方 形 g,，(p = 1,… , P) 覆盖 ; 因为 BB 在 D 中 处 处 笛 
密 , 故 在 每 个 g,。 存在 点 ze E. 因为 序列 {所 } 在 上 收 但, 故 可 找到 一 个 数 NN， 
使 得 对 于 所 有 m,n > N 及 所 有 zp, p=1…… ,已 有 
|fm(zp) — fn(zp)| < e/3. (5) 
现在 设 z 为 K 中 一 个 任意 点 ; 在 同一 个 正方 形 中 存在 点 zp, 对 于 z, 及 对 于 所 
有 的 m,n > N, 按照 不 等 式 (4) 和 (5), 得 到 
[fn(z) — fn(z)| < |fm(z) — fm(zp)| + [fm(zp) — fn(zp)| + |fn(zp) — fn(z)| < €. 


@ 除 了 D=C 或 忆 外 , 数 p 为 正和 有 限 , 定理 的 断言 对 于 它们 是 平凡 的 . 

四 我 们 将 定义 在 区 域 D 上 的 函数 看 作 是 某 个 空间 A(D) 中 的 点 . 在 此 空间 中 引进 拓扑 , 使 得 任 
意 序列 f 收效 定义 为 它 在 每 个 紧 子 集 天 € D 上 一 致 收敛 . 于 是 函数 族 {f} 的 紧 性 归结 为 在 空间 
A(D) 中 相应 点 集 的 紧 性 . 这 个 注解 表明 术语 的 选择 是 正确 的 . 

@P. Montel (1876 一 1937), 法 国 数学 家 . 
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根据 柯 西 判别 法 由 此 得 出 , 序列 {所 (z)} 对 所 有 的 z e 天 收敛 , 而 且 在 K 上 一 致 
收敛 . 

(b) 现在 我 们 来 证 明 , 从 任意 序列 fi, c { 让 可 以 挑 出 在 一 个 处 处 稠密 于 的 
集合 Bc D 上 每 点 都 收敛 的 一 个 子 序列 . 作为 五 , 我 们 选取 那些 点 > =z+iye D 
的 集合 , 使 它们 的 两 个 坐标 zx 和 yy 为 有 理 数 ; 显然 , 它 可 数 并 且 处 处 稠 于 D; 设 
E= {zvj22.1. 

数 序列 f(z1) 有 界 , 因此 从 它 可 以 挑 出 收敛 子 序列 fk = 万 ( 开 = 1,2,…). 数 
序列 万:(zz) 也 有 界 , 从 而 从 它 可 以 挑 出 fz = fn,1，(k = 1,2,…); 函数 序列 fz 至 
少 在 两 个 点 : 和 z 上 收敛 . 从 序列 2(z3) 又 挑 出 收敛 的 子 序列 fs = fi,2 (k = 
1,2,… ) 使 得 户 s 至少 在 3 个 点 2,z 和 zs 上 收敛 . 类 似 的 构造 可 以 无 限制 地 继续 
下 去 . 下 一 步 取 所 谓 的 对 角 线 序列 

ij22… jn. 

这 个 序列 在 任意 的 点 z E 吾 上 收敛 , 这 是 因为 根据 构造 , 所 有 它 的 从 第 p 个 开 
始 的 项 都 是 从 序列 fs 中 选 出 来 的 , 而 fp 在 点 zp 收敛 . 

结合 在 (b) 和 (a) 所 证 明 的 , 我 们 得 到 了 定理 的 论断 . 口 

常常 称 蒙 泰 尔 定 理 为 紧 性 原理 . 

习题 。 设 {f} 为 在 区 域 D 中 全 纯 函 数组 成 的 任 一 序列 , 且 其 在 D 上 处 处 有 
Re f > 0; 证 明 , 可 以 从 此 序列 中 抽出 一 个 子 序 列 , 使 它 或 局 部 一 致 收敛 于 全 纯 函 数 ， 
或 趋向 于 co. ## 

定义 3， 设 {f} 为 定义 在 区 域 D 上 的 函数 族 ; 称 J : {f} 一 C 从 这 个 族 到 C 
的 映射 为 在 该 函数 族 上 的 泛 函 (这 意味 着 , 给 出 了 规则 , 对 每 一 个 因数 fe {f} 对 应 
于 一 个 复数 J(f)). 称 在 {f} 上 的 泛 函 J 为 连续 是 说 , 如 果 对 于 在 任意 K E 上 一 
致 收敛 于 fo € {f} 的 任意 序列 f,, € {f} 有 

im J(fn) = 7(fo). 

例 ， 设 O(D) 为 所 有 在 D 上 全 纯 的 函数 f 的 族 , 而 a 为 D 中 的 任 一 点 . 考虑 

f 在 点 a 的 泰勒 展开 式 的 第 p 个 系数 : 


cp(f) 


这 是 个 在 族 O(D) 上 的 泛 函 . 我 们 要 指出 它 是 连续 的 . 如 果 在 每 个 天 € D 上 一 
致 地 f 一 fo, 则 在 取 圆 y = {|z 一 a| = 7} CD 作为 一 个 天 时 , 对 于 任意 的 es>0 可 
以 找到 N 使 得 对 所 有 的 n > N 和 所 有 的 zse7y 有 |fn(z) 一 fo(z)| < e. 根据 柯 西 不 
等 式 我 们 于 是 对 于 所 有 n > N 得 到 


lcp(fn) — cp(fo)| < e/™, 


jp)(a) 
= 一 一. 


而 这 意味 着 泛 函 cp(f) 连续 . 


§12. 袭 遇 定理 .161 . 


定义 4， 称 紧 困 数 族 {f} 为 自 紧 电 是 说 , 如 果 任 意 序列 户 e {f} 在 每 个 KED 
上 一 致 收敛 的 极限 属于 族 {了 }. 


定理 3。 任意 在 自 紧 族 {f} 上 连续 的 泛 函 .J 必 有 界 , 并 且 达 到 它 的 上 界 , 也 就 

是 说 , 存在 函数 fo e {f} 使 得 对 于 所 有 f e {f} 有 
[J (fo)| > 17(A). 

证 明 . 令 4 = supyefyl 17(f)|, 这 是 一 个 数 , 也 可 能 为 co. 按照 上 ( 确 ) 界 的 定 
义 , 可 以 找到 序列 fe {f}, 使 得 |J(f)| 一 4. 因为 {f} 紧 , 故 存在 子 序列 fi 在 每 
个 K & D 上 一 致 收 伍 于 某 个 函数 fo e {f}. 由 所 设 泛 函 的 连续 性 , 我 们 有 

IJ(fo)| = lim |J(fn)|= 4; 

由 此 我 们 的 结论 是 : 首先 , 4 < co, 其 次 , 对 于 所 有 fe {f} 有 |J(fo)|l>z17(f)l. 口 


在 下 面 , 我 们 将 考虑 在 某 个 区 域 D 上 为 单 叶 的 函数 族 . 为 了 证 明 这 样 的 陪 数 族 
的 自 紧 性 , 我 们 要 用 到 


定理 4 ( 胡 尔 维 茨 J@. 设 在 区 域 D 上 全 纯 的 函数 序列 fi 在 任意 的 KED 上 一 
致 收敛 于 不 为 常数 的 函数 f. 于 是 , 如 果 f(z0) = 0, 则 在 任意 圆 盘 {Jz 一 zo| <7r}CD 
中 , 所 有 从 某 项 开始 的 fn 也 有 零点 . 


证 明 . 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ，f 在 D 上 全 纯 ; 再 由 唯一 性 定理 ， 存 在 集合 
{0< |z 一 zol < p} & DD 使 得 在 其 上 jx#0 (可 设 p<7). 记 = {lz 一 zo| = p} 以 及 
人 4 二 minzey|f(z)|, 我 人 有 p> 0. 因为 记 在 ~ 上 一 致 收敛 , 故 可 找到 N 使 得 对 于 
所 有 的 z €E Y 和 所 有 的 n>N 有 

(fn(z)— f(z)| < wp- 
对 于 这 样 的 n, 根据 鲁 歇 定理 , 函数 f = f 十 (fn 一 了 f) 在 7 的 内 部 所 具有 的 等 点 个 
数 与 f 具有 的 一 样 多 , 即 至 少 有 一 个 . 口 


推论 。 在 区 域 D 上 全 纯 且 单 叶 的 函数 序列 fi,, 如 果 在 每 个 K E D 上 一 致 收 
化 , 则 这 个 序列 的 极限 函数 f 或 者 是 单 叶 的 , 或 者 为 常数 . 

证 明 . 设 f(z1) = f(zz) 而 zi 六 z2 (z1,z2 € D) 并 且 f 不 等 于 常数 . 考虑 函数 
序列 gn(z) = fn(z) 一 fn(z2) 以 及 圆 盘 {|z 一 z1| < 小 , 其 中 7 < |z1 一 z2l; 极限 函数 
g(z) = f(z) 一 f(z2), 它 在 z1 取 零 值 , 从 而 由 胡 尔 维 茨 定理 从 某 一 项 开始 所 有 的 gn(z) 
在 此 圆 盘 上 取 零 , 但 这 与 函数 f， 的 单 叶 性 了 矛盾， 口 


40. 黎 曼 定理 
黎 曼 定理 . 边界 包含 多 于 一 个 点 的 任意 单 连通 区 域 D 共 形 等 价 于 单位 圆 U. 


四 也 称 自 紧 的 集合 为 紧 集 . 
@A. Hurwitz (1859 一 1919), 德国 数学 家 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 . 
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。 证 明 的 思想 是 这 样 的 : 考虑 在 D 上 的 全 纯 和 单 叶 的 函数 f 的 族 5, 其 中 了 的 
模 以 1 为 界 ( 即 可 实现 为 从 DD 到 单位 圆 盘 UV 的 共 形 映射 ). 固定 点 ae D, 并 在 该 族 
中 寻找 函数 使 它 在 点 a 的 伸缩 系数 |f'(a)| 达到 极 大 . 在 族 5S 中 分 出 自 紧 的 部 分 51， 
并 应 用 泛 函 J(f) = |f'(a)| 的 连续 性 , 我 们 可 以 断言 , 存在 旺 数 fo 使 它 在 点 a 具有 
极 大 的 伸缩 |f'(a)|. 最 后 我 们 验证 , fo 给 出 了 从 D 到 圆 盘 UV 上 的 映射 (而 不 像 该 族 
的 其 他 函数 给 出 在 UV 内 的 映射 ). 

这 种 寻找 函数 的 各 种 极 值 性 质 的 变 分 法 在 分 析 中 经 常 使 用 . ## 


证 明 . (a) 我 们 证 明 在 D 中 存在 至 少 一 个 全 纯 和 单 叶 的 , 并 且 模 以 1 为 界 的 函 
数 . 根据 边界 的 条 件 , 8D 包含 了 两 个 不 同 的 点 a 和 6; 二 次 根 式 三 可 沿 区 域 D 
中 的 任意 道路 解析 延 拓 , 并 且 因 为 DD 为 单 连通 , 故 根据 单 值 性 定理 (第 29 小 节 ), 这 
个 根 式 可 以 在 D 中 分 成 两 个 带 有 不 同 符号 的 分 支 pl 和 wp2. 

这 两 个 分 支 中 的 每 一 个 在 D 上 都 是 单 叶 的 , 这 是 因为 由 等 式 wv(za) = pv(z2) 
(v= 二 1 或 2) 可 推出 等 式 


21 一 Q Zz2—a 
man-pB z—pP’ (1 

而 由 于 分 式 线性 函数 的 单 叶 性 , 从 它 得 到 等 式 z1 = z2. 这 些 分 支 分 别 将 D 映射 到 
区 域 D# = poi(D) 和 Ds = wz(D); 它们 没有 公共 点 , 这 是 因为 如 若 不 然 , 可 找到 点 
z1, Zz2 € DD, 使 得 p1(z1) = yp2z(z2), 但 是 由 这 个 等 式 再 次 得 到 等 式 (1), 而 由 它 则 得 到 
zi 二 22, 即 pg1(z1) = 一 p2(z2); 因为 在 D 中 pu 冯 0, 故而 引出 了 矛盾 . 

区 域 D# 包含 了 某 个 圆 盘 {lw 一 wo| < p}, 这 意味 着 , pl 在 D 中 不 从 这 个 圆 盘 
取 值 . 所 以 函数 


fi(z) = 一 上 (2) 


1 一 由 0 


显然 在 DD 中 全 纯 且 单 叶 也 有 界 : 对 于 所 有 z E 了 我们 有 |fi(z)| < 1 

(b) 我 们 以 5 表示 在 D 上 所 有 全 纯 , 单 叶 , 且 模 以 1 为 界 的 取 数 的 族 . 这 个 族 
非 空 , 因为 它 已 含有 了 广 , 并 根据 蒙 泰 尔 定理 它 为 紧 . 族 5 中 所 有 使 得 在 某 个 固定 
点 a € D 上 满足 


If'(a)| > |fi(a)| >0 (3) 


的 函数 f e 5 构成 了 5 的 一 个 子 集 51, 它 是 自 紧 的 . 事实 上 , 由 上 一 小 节 的 定理 4 
的 推论 知 , 收敛 于 任意 K € D 的 函数 序列 f, e 51 的 极限 只 能 是 单 叶 函数 (从 而 属 
于 91) 或 者 常数 , 但 后 一 种 情形 因 不 等 式 (3) 而 被 排除 . z 
我 们 考虑 在 9; 上 的 泛 函 7(f) = |f'(a)|. 根据 在 上 一 小 节 所 证 明 的 , 它 连续 , 从 
而 存在 函数 fo s 51 达到 它 的 极 大 值 , 即 , 对 所 有 的 fe 5S1 有 
|f'(a)| < |fo(o)l. (4) 
(c) 因为 函数 fo € 51, 故 它 将 DD 共 形 映射 到 单位 圆 盘 U. 我 们 来 证 明 fo(a) = 0: 


812. 黎 曼 定理 .163 ， 


如 大 不 然 , 在 S; 上 可 以 找到 函数 
jo(z) — fo(a) 


g(z) = | 
1 — fo(la)fo(z) 
对 于 它 有 |g'(a)| = 二 Raypz1f6(a)| > | 有 (a)l, 这 与 函数 fo 的 极 值 性 (4) 相抵 触 . 
最 后 我 们 证 明 , fo 将 D 映射 到 整个 圆 盘 UU 上 . 事实 上 , 设 有 i 在 DD 中 没有 取 到 
值 be U; 因为 fo(a) = 0, 故 5b 关 0. 然而 b* = 二 不 属于 DD (因为 |5*| > 1), 从 而 根据 
单 值 性 定理 , 在 D 中 可 以 挑 出 根 式 
fo(z)—b 


V9) = /i (5) 


的 单 值 分 支 , 而 它 属于 5S (其 单 叶 性 完全 像 在 (a) 中 一 样 进行 验证 , 而 不 等 式 |w(z)| < 
1 的 成 立 是 显然 的 ). 于 是 阴 数 
Ne Y(z) 一 %(a) 
1 一 ya)w(z) 
属于 5S, 并 对 它 有 |h'(a)| = 3 fs) 然而 由 于 jb| < 1 故 1+|b| > 2Vlol, 即 
heS 且 |h'(a)| > | 用 (a)l, 这 又 与 函数 fo 的 极 值 性 质 相 悖 . 口 


由 黎 曼 定理 得 到 , 任意 单 连通 的 ,边界 至 少 包含 多 于 一 个 点 的 区 域 D| 和 了 D。 
共 形 等 价 ， 事实 上 , 根据 所 证 , 存在 从 这 些 区 域 到 单位 圆 盘 的 共 形 同 构 f; : Di 一 
U, (7 = 12), 于 是 f= 上 户 1o 有 为 Di 到 D。 上 的 同 构 . 按照 第 38 小 节 定 理 3 的 同 
样 方式 证 明 这 个 同 构 f : Di 一 Ds 由 标准 化 条 件 
f(z0) = wo, argf'(z0)=0 (6) 
一 一 地 定义 , 这 里 的 zo e D1, wo € Do, 而 9 为 实数 . 


历史 注 记 


我 们 以 对 于 贝 恩 哈 德 . 黎 曼 的 生活 与 活动 的 简短 描述 作为 本 节 的 结束 . 他 是 单 
复 变 函数 的 几何 理论 的 葛 基 人 . 像 欧 拉 那 样 , 他 出 生 在 一 个 外 省 的 牧师 家 庭 . 从 小 开 
始 就 对 数学 有 兴趣 . 但 当 他 满 20 岁 时 , 在 他 父亲 的 坚持 下 进 了 格 丁 根 大 学 学 习 语 言 
学 和 神学 , 同时 他 还 听 了 数学 课程 . 他 对 于 数学 的 热爱 得 到 了 胜利 , 次 年 , 1847 年 的 
春天 , 黎 曼 转 到 了 柏林 大 学 , 那里 有 许多 这 样 的 课程 . 1849 年 他 又 返回 格 丁 根 大 学 继 
续 三 个 学 期 的 学 习 , 听 了 自然 科学 和 哲学 的 课 , 参加 了 韦伯 (W. Weber) 的 物理 - 数 
学 讨论 班 . 

1851 年 , 黎 曼 向 格 丁 根 大 学 哲学 系 提 交 了 自己 的 博士 论文 《 单 复 变 函 数 一 般 理 
论 的 基础 》, 这 是 这 门 学 科 现 代 的 发 展 阶段 的 标志 性 起 点 . 首先 , 他 在 文中 写 出 了 变 
量 包 =4 二 记 和 z= z+iy 的 如 下 微分 关系 : 

dw 1[/Ou Ov Du Qu\. 1|i/8u Ov O00 Ou ds 
Mm mM WN 


其 中 dz = eei?, 并 清晰 地 阐述 了 基本 的 定义 :“ 称 一 个 变化 的 复数 值 w 是 另 一 个 变 
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化 的 复数 值 z 的 函数 是 说 , 如 果 它 随 着 后 者 一 起 变化 , 使 得 微 商 些 的 值 不 依赖 于 微 
分 dz 的 值 "2. 因此 , 也 就 是 说 , 在 黎 曼 那里 第 一 次 出 现 了 形式 导数 8 和 纹 , 并 完 
全 清楚 地 解释 了 复 可 微 性 条 件 的 作用 ( 柯 西 - 黎 曼 条 件 ; 参看 第 6 小 节 ). 


B. 黎 曼 (1826 一 1866) 


在 论文 中 , 黎 曼 还 进一步 建议 将 复 变 函数 看 作为 从 一 个 平面 区 域 到 另 一 个 的 映 
射 , 并 注意 到 了 , 那样 的 函数 将 “平面 的 极 小 的 部 分 变换 为 与 它们 相似 的 部 分 ”( 他 
没有 用 “ 共 形 映射 ”这 个 词 ). 与 此 相关 地 他 给 出 了 复 变 函数 的 一 系列 几何 性 质 , 例 
如 , 这 样 的 函数 将 区 域 变 到 区 域 , 并 在 曲线 上 不 能 取 常 数值 . 因此 在 这 里 第 一 次 出 现 
了 以 后 被 更 准确 阐述 并 证 明了 的 保 区 域 原理 , 最 大 模 原 理 , 以 及 唯一 性 定理 . 

在 同一 篇 论文 中 还 几何 地 描述 了 解析 延 拓 的 过 程 , 而 为 了 考察 多 值 函数 引进 了 
后 来 被 人 称 做 的 黎 曼 面 的 多 叶 曲 面 (我 们 在 前 一 章 已 谈 到 它 ). 他 首次 引进 了 许多 对 
研究 它 有 关 的 拓扑 概念 , 诸如 连通 数 等 , 他 被 认为 是 那 时 已 开始 发 端的 新 学 科 一 一 
拓扑 学 的 莫 基 人 之 一 . 

在 这 一 节 中 我 们 所 涉及 这 个 定理 是 函数 的 几何 理论 的 发 展 中 重要 的 带 根本 性 的 
一 步 . 在 这 篇 论文 中 黎 曼 是 这 样 描述 它 的 :“ 两 个 给 定 的 单 连 通 平 坦 曲面 总 可 以 如 此 
相关 联 , 使 得 一 个 曲面 的 每 个 点 对 应 于 另 一 个 曲面 的 一 个 点 , 并 同时 连续 地 变动 , 而 
且 相 应 的 部 分 在 小 处 相似 ; 这 时 可 以 对 于 一 个 内 点 和 一 个 边界 点 任意 地 选取 它们 相 
应 的 点 ; 从 而 对 于 所 有 的 点 这 个 关系 便 确 定 了 ”@. 

为 了 证 明 这 个 定理 , 黎 曼 借助 于 与 物理 学 相关 的 一 些 概 念 : 位 势 与 能 量 . 物理 学 
中 出 现 能 量 极 小 而 存在 平衡 态 是 个 显然 的 事实 , 而 黎 曼 便 由 此 推导 出 了 实现 所 需 映 


@ 见 黎 曼 的 文集 , 例如 俄 文 的 1948 年 版 的 第 50 页 . 
@ 见 黎 曼 的 文集 , 同 前 , 第 83 页 . 


射 的 函数 的 存在 性 . 这 样 的 论证 在 1870 年 受到 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 批评 , 他 指出 有 下 
界 的 泛 函 在 所 容许 的 函数 类 中 不 总 是 能 够 达到 极 小 值 的 (例如 , 不 存在 通过 三 个 不 
共 线 的 点 a, b 和 c 的 , 具有 最 小 长 的 光滑 曲线 : 达到 极 小 的 是 折线 abc). 1901 年 , 希 
尔 伯 特 重新 给 出 对 于 上 面 的 严格 证 明 , 他 也 基于 了 变 分 法 , 从 这 个 意义 上 说 , 这 恢复 
了 黎 曼 方法 的 名 誉 . 

1851 年 的 论文 尽管 得 到 了 以 后 各 代数 学 家 们 的 极 高 的 评价 , 但 并 没有 改善 当时 
黎 曼 所 处 的 较 低 的 位 置 : 他 仍 是 韦伯 讨论 班 的 助手 . 在 1854 年 提交 了 第 二 篇 论文 《 关 
于 函数 的 三 角 级 数 表示 》 和 试验 性 的 演讲 《 论 几何 基础 中 的 假设 》 之 后 , 他 获得 了 编 
外 副教授 的 职称 . 这 篇 论文 促进 了 实 变 函 数论 的 发 展 ; 其 中 特别 证 明了 现在 称 之 为 
黎 曼 积分 的 一 类 积分 的 存在 性 ,而 在 那个 报告 中 包含 了 黎 曼 几何 的 基础 概念 和 高 维 
空间 的 思想 . 它 的 文本 直到 他 死 后 的 1868 年 才 发 表 , 它 在 微分 几何 以 及 相对 论 的 发 
展 中 起 了 杰出 的 作用 . 

包含 在 黎 曼 各 种 著作 中 思想 的 深度 和 涉及 范围 的 多 样 性 令 人 十 分 吃惊 ， 特 别 ， 
如 果 考 虑 到 他 的 科学 活动 的 活跃 期 没有 超过 十 年 这 个 事实 的 话 更 是 如 此 .计算 在 
紧 黎 曼 面 上 相互 独立 的 亚 纯 函 数 的 个 数 使 他 得 到 这 样 的 结果 , 而 这 个 结果 的 改进 形 
式 一 黎 曼 - 罗 赫 定理 出 现在 了 现代 分 析 和 代数 中 . 他 第 一 个 注意 到 在 代数 孔 数 的 
黎 曼 面 的 拓扑 和 分 析 等 价 性 之 间 的 差异 . 它 以 模 簇 问题 的 称呼 发 展 到 了 现在 . 在 椭 
圆 函 数论 (参看 后 面 的 43 小 节 ) 和 微分 方程 理论 中 一 些 基本 结果 也 归功 他 . 在 数论 
中 至 今 仍然 在 研究 所 谓 的 黎 曼 ¢- 函 数 .……… 

在 黎 曼 活着 的 时 候 , 他 的 研究 没有 得 到 广泛 的 承认 . 1854 年 他 自豪 地 写 信 给 他 
父亲 说 , 参加 他 的 讲座 有 许多 的 人 一 一 8 个 ! 而 他 教 的 函数 论 课 只 有 3 个 人 在 听 . 黎 
曼 在 1859 年 才 得 到 了 教授 职位 ,只 过 了 三 年 他 就 染 上 了 重病 . 生活 了 仅仅 40 个 年 
头 就 去 世 了 . 
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41. 边界 的 对 应 
我 们 不 加 证 明 地 引进 称 做 边界 对 应 原理 的 定理 : 


定理 (卡拉 素 奥 多 里 @). 设 区 域 D 和 D* 的 边界 为 车 尔 当 曲线 9D 和 6D*; 于 
是 共 形 映射 f :DD 一 D* 可 以 延 拓 到 DD 的 边界 上 , 为 闭 区 域 品 和 D* 的 同 胚 映射 . 

对 于 任意 的 同 胚 , 定理 自然 不 会 成 立 . 例如 单位 圆 盘 U 到 自己 的 映射 , 它 在 极 
坐标 z = rei? 和 w= peiv 下 由 方程 


p=7, =p+T= (1) 


DC. Carathéodory (1873 一 1950), 希腊 裔 德国 数学 家 . 
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给 出 , 显然 是 个 同 胚 , 但 是 在 边界 圆 上 不 能 连续 延 拓 . 

完全 同样 地 , 对 于 边界 不 是 若 尔 当 曲线 的 区 域 上 的 共 形 映射 定理 也 不 成 立 . 例 
如 , 考虑 在 图 73 中 显示 的 从 圆 盘 UV 到 区 域 D 的 共 形 映射 f，D 的 边界 由 曲线 
v 二 sin 一 部 分 与 一 段 Y = { : w = 0, 一 1 < v < 1} 定义 . 可 以 证 明 在 此 映 
射 下 , 在 z 平面 中 由 从 U 截 出 UV。 的 弧 A 对 应 于 由 从 DD 截 出 区 域 D。 的 绝 段 
?7n (mn = 1,2,…), 这 些 D， 闭 包 的 交 与 7 重合 , 而 门 2 U5 与 边界 上 的 一 个 点 ei? 
相 重 合 (图 73). 这 表明 , 在 映射 f 下 , 点 ei? 对 应 于 整个 线段 y, 因而 f 不 可 能 连续 
地 延 拓 到 圆 盘 的 闭 包 UU. 


图 73 


。 卡 拉 秦 奥 多 里 引进 了 称 作为 区 域 的 边界 元 的 对 象 , 它们 是 一 种 已 知 意义 下 的 
这 个 区 域 的 等 价 截面 的 类 . 区 域 与 它 的 边界 元 合 在 一 起 被 卡拉 泰 奥 多 里 称 之 为 紧 化 . 
他 证 明了 , 共 形 映射 建立 了 这 些 区域 的 边界 元 之 间 的 相互 一 一 对 应 , 并 在 某 种 意义 
下 的 连续 对 应 . 因此 , 如 果 用 卡拉 泰 奥 多 里 的 紧 化 代替 通常 的 闭 包 , 则 上 面 所 陈述 的 
定理 可 推广 到 非 若 尔 当 的 区 域 @. # 

我 们 还 要 不 加 证 明 地 , 但 是 更 准确 地 介绍 一 些 关于 边界 在 共 形 映射 下 的 性 态 的 
结果 , 这 里 区 域 的 边界 是 附加 了 一 些 条 件 的 若 尔 当 曲线 . 以 8D 和 8D* 表示 区 域 的 
边界 而 有 : D _，D* 表示 共 形 映射 

I (F. 里 斯 , M. 里 斯 , 普 里 瓦 洛 夫 )@. 如 果 8D 和 8D* 为 可 求 长 若 尔 当 曲线 , 则 
可 作为 弧 长 的 绝对 连续 函数 延 拓 到 9D 上 . 导数 fr 几乎 在 每 个 点 Ce 8D (在 线性 
测度 的 意义 下 ) 都 有 有 限 非 零 的 角 边界 值 @ f'(C), 并 且 对 于 任意 点 集合 e c 8D 的 
像 e* = f(e) 的 测度 等 于 

mese* 一 / F(z)llacl; (2) 


特别 , 测度 零 的 集合 e c 8D 对 应 于 测度 为 零 的 集合 e* C 8D*. 


@ 对 此 详细 的 内 容 可 参看 , 譬如 , 马 库 舍 维 奇 的 《解析 函数 论 ) 第 二 卷 (M.: Hayxa, 1968, (有 过 
中 译本 )) 

@ 普 里 瓦 洛 夫 (Maas Ysagosuu TIpusanos) (1891—1941), 著名 的 苏联 数学 家 ， 复 变 函数 论 专 
家 . 这 个 定理 出 现在 他 的 学 位 论文 《 柯 西 积分 》 中 , 发 表 于 1919 年 . 里 斯 (Riesz) 兄弟 的 文章 发 表 
得 更 早 , 但 在 那 时 他 并 不 知道 它 . 

四 设 点 Ce 9D, 其 中 9D 在 该 点 有 切线 . 称 函 数 w 在 点 < 的 角 边 界 值 是 指 y 沿 所 有 以 5 为 终点 
的 非 切 道路 ye D 的 公共 极限 值 . 
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II ( 林 德 勒 夫 (Lindel5f))， 如 果 6D 和 9D* 为 光滑 的 若 尔 当 曲线 , 则 arg f'(z) 

可 延 拓 为 D 中 的 连续 函数 , 并 且 对 于 所 有 (Ce6D 有 
argf'(C)=0"— 06, (3) 

其 中 9 及 相应 的 9* 分 别 为 曲线 6D 和 9D* 在 点 6 和 c* = f(¢) 的 切线 的 倾角 . 

III ( 凯 洛 格 (Kellogg)). 如 果 除 了 上 面 定 理 的 条 件 和 记号 外 , 角 9 和 9* 分 别 作 
为 8D 和 8D* 的 红 长 s 和 s* 的 函数 , 满足 利 普 希 茨 条 件 

|0(s1) — 0(s2)| < Kls1 — s2l®, |0*(si)—0°(s2)| < klsi 一 s2|?， 

其 中 大 与 a, 0 < a < 1 为 常数 , 则 导数 f' 可 延 拓 为 万 上 的 非 零 连续 函数 (“ 共 形 ” 
地 映射 到 边界 上 ). 

IV ( 施 瓦 茨 )， 如果 8D 和 8D* 为 解析 的 若 尔 当 曲线 , 则 了 可 全 纯 地 延 拓 到 
DL 上 . 

命题 I~III 的 证 明 可 以 在 TT. M. TonywE 的 书 《 复 变 蛆 数 的 几何 理论 》(M.- 
I.,1967) 中 找到 ; 至 于 命题 IV, 我 们 将 在 下 面 的 小 节 证 明 . 在 这 里 我 们 仅 介 绍 最 简 
单 的 边界 对 应 的 道 原理 : 


定理 . 设 给 出 了 两 个 紧 闭 属于 C 的 区 域 D 和 D*, 它们 均 具 有 若 尔 当 边界 7 和 
T*; 如 果 函 数 f 在 区 域 DD 中 全 纯 , 在 万 上 连续 , 并 建立 了 到 y* 上 的 相互 一 一 的 
映射 , 则 映射 f : D 一 D* 相互 一 一 ( 即 f 为 共 形 同 构 ). 


证 明 . 设 wo 为 D* 上 的 任 一 点 ; 因为 了 在 Y 上 只 取 yx* 上 的 值 , 故 在 Y 上 

f 关 wo, 并 且 由 于 连续 性 , 在 区 域 D 的 边界 的 一 个 带 形 G 中 了 承 wo. 数量 
N= 二 Ayargff(z) — wo} (4) 

(其 中 arg 表示 沿 道路 7 连续 的 幅 角 分 支 , 而 Av 是 这 个 分 支 在 7 上 的 增 量 ) 显然 在 
带 形 G 中 道路 的 同 伦 形变 时 连续 变化 . 但 因为 数量 (4) 只 能 取 整 数值 , 故 它 在 这 样 
的 形变 下 保持 为 常 值 . 

根据 定理 的 条 件 , 映射 f :7 一 他 为 同 胚 , 因此 

N= 二 A arg(w 一 wo) = 1, 

这 是 因为 当 沿 7 绕 一 周 时 , 向 量 w - wo 做 了 一 圈 旋 转 (图 74). 由 上 面 指出 的 得 到 ， 
对 于 任意 在 带 形 G 中 同 伦 于 道路 7 的 3 有 


二 A arg{f(z) — wo} = 1. 


@ 称 弧 7 为 解析 的 是 说 , 如 果 可 以 用 z = x(t),t € [a,8] 给 出 它 , 其 中 是 在 区 间 [a, 8] 上 的 实 
变量 t 的 解析 函数 ( 即 在 每 个 点 to e [a, A] 的 某 个 邻 域 中 可 以 表示 为 上 - to 的 军 级 数 的 函数 ), 并 
且 在 [a,8] 上 Y(t) 去 0. 由 海 涅 - 博 雷 尔 定理 得 出 , 这 样 的 函数 y 可 延 拓 为 区 间 [a, 6] 的 某 个 邻 域 
中 不 变量 t 的 一 个 全 纯 函数 . 因此 解析 弧 是 这 个 区 间 的 全 纯 像 . 称 在 参数 平面 上 圆 {|t| = 1} 的 全 
纯 像 为 闭 解析 曲线 , 其 中 在 该 圆 上 y(t) 了 0; 如 果 映 射 z = y(t) 还 是 相互 一 一 的 , 则 称 7 为 解析 车 
尔 当 曲线 . 
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我 们 对 于 以 曲线 3 为 边界 的 区 域 万 e D 应 用 幅 角 原理 (第 34 小 节 ), 根据 它 ， 
方程 式 f(z) = wo 在 D 中 恰恰 有 一 个 根 (从 而 意味 着 在 D 中 正好 有 一 个 根 , 这 是 因 
为 在 带 形 G 中 没有 wo- 点 ). 

同样 可 证 明 , 对 于 任 一 点 wi 4 D*, 函数 f(z) 一 wi 在 区 域 D 中 的 零点 个 数 等 于 


1 
N= py arg(w 一 wi); 


它 等 于 零 , 这 是 因为 当 绕 y* 一 圈 时 向量 w 一 wi 没有 给 出 一 个 完整 的 绕 圈 (图 74). 
由 保 区 域 原理 (35 小 节 ) 进一步 得 到 , f 不 能 在 D 中 取 y* 上 的 值 , 这 是 因为 这 时 它 
应 该 取 D* 的 补 集 的 值 . 

因此 , f 在 区 域 D 上 取 D* 中 的 任意 值 wo 一 次 也 只 有 一 次 , 而 且 不 取 其 他 的 任 
何 值 , 即 f 相互 一 一 地 将 D 映射 到 D* 上 . ” 口 


注 . 在 所 证 明 的 定理 中 , D 可 以 是 C 的 任意 区 域 ( 具 若 尔 当 边界 ), 而 D* 必须 
在 C 中 紧 闭 , 这 是 因为 函数 f 应 该 在 万 上 按照 C 的 意义 下 连续 . 最 后 这 个 条 件 是 
本 质 性 的 : 事实 上 , 肾 数 f(z) = z3 在 上 半 平 面 D = {Imz > 0} 全 纯 并 相互 一 一 地 
将 9D (z- 轴 ) 映射 到 上 半 平 面 D* = {Imw > 0} 的 边界 w- 轴 上 , 但 是 在 区 域 D 上 映 
射 f 不 是 相互 一 一 的 . 


例 .， 我 们 来 研究 上 半 平 面 D = {Imz > 0} 的 一 个 映射 , 它 以 第 一 类 椭圆 积 分 


四 dz 
"Nh 
来 实现 , 其 中 k，0 < k < 1 为 参数 , 并 且 将 其 中 的 根 式 看 成 是 在 z- 轴 上 的 区 间 
T= [0,1] 上 取 正 值 的 在 D 中 全 纯 的 那个 根 式 分 支 . 

函数 F(z,k) 可 连续 延 拓 到 万 中 , 我 们 首先 解释 它 是 如 何 变换 6D 即 z- 轴 的 . 
当 zx = z 从 左 向 右 走 过 区 间 [0, 1] 时 , 积分 (5) 


= dz 
ee / VU 22) — Kir) 


@ 这 个 积分 是 由 雅 可 比 (C. G. Jacobi, 1804 一 1851) 在 1829 年 给 出 , 他 是 位 德国 数学 家 , 彼得 堡 
科学 院 名 誉 院士 . 
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取 正 值 (由 于 所 做 的 根 分 支 的 选取 ), 从 0 增加 到 
QZ 
a 下 A (6) 
就 是 说 , 下 建立 了 从 z- 轴 上 的 区 间 [0,1] 到 ww- 轴 上 的 区 间 [0, K] 的 同 胚 . 

当 通 过 点 z = 1 时 , 根 式 里 的 四 个 线性 因 式 中 有 一 个 , 即 1 - z, 改变 了 符号 . 
因为 我 们 考虑 了 在 上 半 平 面 D 全 纯 的 根 式 分 支 , 所 以 我 们 可 认为 这 个 迁移 最 终 是 
通过 沿 一 个 小 的 半圆 y C D (图 75 中 的 虚线 ) 绕 点 z = 1 实现 的 . 这 样 的 迁移 结 
果 使 arg(1 - z) 从 0 变 到 -r, 而 其 他 因 式 的 幅 角 没有 改变 . 因此 在 xz- 轴 上 的 区 间 
IT = [1,1/k] 上 , 整个 根 式 的 幅 角 等 于 -rr/2, 于 是 (5) 的 积分 号 内 表达 式 的 幅 角 等 于 
r/2; FF 在 区 间 IT 上 的 值 因而 可 表示 为 形式 


dz py dr 
Re / VU + VU 


~ dr 
， r+if (z2 — 1)(1 — k2x2) 
其 中 最 后 面 的 那个 积分 中 的 根 式 还 是 取 正 号 . 当 z 从 左 向 右 走 过 z 轴 上 的 区 间 IT = 
[1,1/k] 时 , 点 F(z,k) 从 下 往 上 经 过 了 w 平面 上 的 区 间 [K, K 二 iK'], 其 中 
UE dr 


1 V(xz2—1)(l— kz2) 


K= (7) 


在 通过 点 z = 1/k 时 还 有 一 个 根 号 里 表达 式 的 因 式 (1 一 kz) 改变 了 符号 . 像 上 
面 一 样 , 我 们 可 验证 所 考虑 的 根 式 的 分 支 在 z- 轴 上 的 射线 IIT = [1/k, oo) 应 具有 幅 
角 -T, 即 取 了 负 值 . F 在 这 条 射线 上 的 值 因而 可 表示 为 如 下 形式 : 

1 1/k 了 dz 
F(zx,k) = | +/ 十 a J pr 
dr 


一 
Th VE 
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其 中 在 最 后 一 个 积分 中 的 根 式 取 正 值 . 做 变量 替换 z = 让 表明 ， 


/er vs - 
1/k VCZ — (kz —1) Jo VvV(l—ké2)(1—é°) 
因此 , 项 数 F 将 [1/k,o0) ( 且 同 胚 地 ) 映射 到 w- 平 面 上 的 区 间 [K + iK',iK'] (参看 
图 75). 

完全 同样 地 可 验证 , 晴 数 FF 同 胚 地 将 负 半 z- 轴 变换 为 在 图 75 中 显示 的 矩形 的 
左 半 圈 (线段 T', TI', IIT' 的 全 体 ). 

应 用 边界 对 应 原理 , 可 以 断言 第 一 类 椭圆 积分 F(z,k) 表示 了 从 上 半 平 面 DD 到 
以 土 K, 土 K 十 iK' 为 顶点 的 矩形 上 的 共 形 映射 , 其 中 量 KK 和 K' 通过 参数 上 以 公式 
(6) 和 (7) 表达 . 


习题 。 映射 (5) 在 大 一 0 时 的 极限 给 出 了 什么 ? # 


42. 对 称 原 理 


在 这 里 我 们 要 考虑 与 共 形 映射 相关 的 解析 延 拓 的 一 个 特殊 情形 . 我 们 预先 证 明 
所 谓 的 连续 延 拓 引 理 . 


引 理 . 设 两 个 不 相交 的 区 域 Di 和 Da 具有 公共 的 直线 边界 段 YD. 而 函数 用 
和 fo 分 别 在 Di 和 D。 上 全 纯 并 在 集合 Di U7 和 D2 UYy 上 连续 (图 76). 于 是 , 如 
果 对 所 有 的 zE YY 有 
f1(z) = f2(2z), (1) 
则 函数 
KE 户 (z)， 对 于 所 有 的 z € DiUm， (2) 
f2(2), 对 于 所 有 的 z€D, 


在 区 域 Di UYU D2 = D 上 全 纯 . 


图 76 


@ 设 线段 7 为 开 ( 即 无 端点 ). 
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证 明 . 从 引 理 的 条 件 看 出 , 在 D 上 连续 ; 为 了 证 明 它 的 全 纯 性 , 根据 莫 雷 拉 
定理 (第 21 小 节 ), 只 要 验证 对 于 它 沿 任意 三 角形 A e D 的 边界 积分 等 于 零 即 可 . 
如 果 A 紧 闭 属于 Di 或 者 Ds, 则 这 可 由 柯 西 定理 得 到 . 接 下 来 须 考虑 An”y 关 0 的 
情形 . 

设 7 将 A 分 成 了 两 部 分 Al 和 A2; 由 积分 的 性 质 有 


a fdz = 人、 jadz 十 fdz, (3) 


从 而 只 要 证 明 上 式 右 端的 每 个 积分 都 为 零 即 可 . 考虑 Al 和 A2 中 任 一 个 , 为 简单 起 
见 还 是 用 A 表示 它 . 我 们 以 7; 表示 由 平行 于 ? 的 直线 从 A 截 出 的 梯形 , 这 条 直线 
与 7 之 间 的 距离 为 h; 设 Ah = A \7T， (图 76). 不 失 一 般 性 , 可 设 7 平行 于 实 轴 . 
根据 柯 西 定理 , f 在 GA; 上 的 积分 等 于 零 , 因此 
/ fdz = / fdz +/ fa 三 / fdz. (4) 
DA Th DAn DTh 


设 Y 和 7? 为 梯形 7; 的 底 (假定 它们 按 同一 方向 定向 ), 并 设 Y 为 较 小 者 . 

为 梯形 T; 的 侧 边 长 以 及 y" 与 y 的 差 当 h 一 0 是 趋向 于 0, 而 项 数 f 在 A 上 有 界 ， 
故 

je fds = I f(z)dz 一 | f(z ~— ih)dz + O(h) 


= [ {68) -fe -ih)}az + Oh) 


因为 f 在 A 上 为 一 致 连续 , 故 (5) 中 的 被 积 函 数 一 致 地 趋向 于 零 , 而 这 意味 着 f 沿 
69T; 的 积分 当 h 一 0 时 趋向 于 零 . 但 由 (4) 显 见 , 它 并 不 依赖 于 h, 因而 它 表明 f 沿 
9A 的 积分 为 零 . 

如 果 A 与 7 只 交 于 边 或 顶点 , 证 明 便 以 显然 的 方式 简化 . 口 . 


习题 。 设 函 数 f 在 圆 盘 {|z| < 1} 中 连续 地 延 拓 到 圆 {|z| = 1} 的 弧 7 上 , 并 在 
该 弧 上 处 处 为 零 ; 证 明 f = 0. # 


在 区 域 D 上 由 公式 (2) 定义 的 函数 f 可 以 看 作为 由 户 和 fs 中 任 一 个 的 解析 
延 拓 @. 因此 连续 延 拓 引 理 可 以 这 样 看 : 如 果 两 个 区 域 D, 具有 公共 的 直线 边界 段 7 
以 及 全 纯 于 D, 的 函数 如, 并 且 它 们 在 Y 上 紧密 相合 , 则 它们 相互 为 对 方 的 解析 延 
拓 . 对 于 实 变量 的 解析 函数 当然 并 不 成 立 类 似 命 题 (例子 : Di 和 Da 为 区 间 (1,0) 
和 (0,1), 函数 f(z) = zl) 

转向 对 称 原理 的 证 明 . 

定理 1 ( 黎 曼 - 施 瓦 茨 )@. 设 区 域 D 和 Di 具有 若 尔 当 边界 8D! 和 Di, 并 
且 8D1 含有 一 个 直线 段 或 者 一 段 圈 缴 7, 而 9D;i 也 含有 同样 的 线段 或 国 弧 y*. 设 


中 准确 地 说 , 函数 元 (D, f) 是 元 (D1, 有) 和 (D2, f2) 中 每 一 个 的 直接 解析 延 拓 . 
@ 这 个 原理 出 现在 黎 曼 的 1851 年 的 学 位 论文 中 , 而 更 精确 的 形式 则 出 现在 施 瓦 茨 在 1869 一 1870 
年 的 工作 中 . 


(5) 
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还 有 一 个 与 Di 相对 于 7 对 称 的 区 域 D2, 而 D3 相对 于 y* 的 对 称 于 D* 的 区 域 ， 
另外 , Di mn Da = Din TD; = @. 于 是 ,如 果 函 数 万 共 形 地 将 Di 映射 到 D+, 并 且 
万 (7 = 六, 则 它 可 以 解析 延 拓 到 D2 中 , 而 所 延 拓 戌 的 函数 共 形 地 将 区 域 DiUyUD， 
映射 到 D+UYy*UD; 上 (图 77). 


证 明 . 

(a) 首先 考虑 一 个 特殊 情形 , 此 时 y 和 7* 是 实 轴 上 的 区 间 . 我 们 在 Di 相对 于 
线段 y 的 对 称 区 域 D 上 定义 函数 

f2(z) = f1(z). (6) 

因为 当 z e D， 时 ， 点 ZzZ € Di， 而 函数 fi 在 Di 中 全 纯 , 故 函 数 fo(z) = f(z) 
在 Dz 为 反 全 纯 (参看 第 7 小 节 ), 因而 f2(z) 全 纯 于 D，. 由 边界 对 应 原理 , fi 在 D1 
连续 , 并 且 由 定理 的 条 件 知 访 在 y 上 取 实 数值 (属于 线段 yY*). 所 以 , 当 点 z € D2 
趋向 于 点 z € YY 时 , 则 z 一 zx 且 f(z) 一 有 (7) = 户 (z)， 因 此 对 所 有 ze Y 有 
户 (z) = 户 (z), 又 因为 有 条 件 Di n D2 = 2, 故 函数 有 和 fo 满足 连续 延 拓 引 理 的 条 
件 . 根据 此 引 理 , 函数 


f(z) = f1(z), 在 DiU7Y 中 ， 
f2(z), 在 D» 中 


在 区 域 Di UYyU D。 上 全 纯 . 按照 构造 , f 共 形 地 将 这 个 区 域 映射 到 Di UYy* UD3 上 . 
对 于 特殊 情形 的 7 和 ?* C 恨 定理 得 证 . 
(b) 一 般 情 形 可 用 分 式 线性 映射 化 成 这 个 特殊 情形 . 事实 上 , 设 入 和 和, 分 别 为 
将 y 和 >* 化 成 实 轴 上 线段 的 分 式 线性 映射 (在 10 小 节 中 所 证 明 的 , 存在 这 样 的 映 
射 ). 函数 9 = 和 。o 用 o 入-! 按照 在 (a) 中 所 证 明 的 , 可 解析 延 拓 到 区 域 (D1) 相对 
于 线段 A(Y) 的 对 称 区 域 .D2), 并 且 函 数 gs = 和 ,o f2o 和 -! 将 和 (D2) 映射 到 区 域 
A.(D#) (我 们 应 用 了 分 式 线性 映射 保持 点 的 对 称 性 的 性 质 , 参看 第 9 小 节 ). 然而 这 
时 函数 fo = 和 Ay!1og92o 入 是 函数 户 在 区 域 Ds 的 解析 延 拓 , 并 将 D2 映射 到 D3 上 . 
口 


注 ， 在 所 证 的 这 个 定理 中 的 线段 y* 可 以 包含 无 穷 远 点 ; 这 时 延 拓 f 是 亚 纯 的 : 
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f 在 上 除去 点 zoe7 外 处 处 全 纯 , 而 点 zo 对 应 于 无 穷 远 点 , 在 此 为 极点 . 这 个 极 
点 无 疑 为 一 阶 的 , 这 是 因为 f 在 区 域 D 为 单 叶 (在 重 极点 的 邻 域 中 函数 为 多 叶 的 ， 
参看 第 25 小 节 ). 


我 们 还 应 注意 , 如 果 除 了 Di Nn D。= D+ n D3 = gg 外 对 称 原理 的 其 他 条 件 都 满 
足 , 则 在 其 证 明 中 所 描述 的 结构 都 可 归结 到 解析 (可 能 是 非 单 值 的 ) 函数 , 它 将 区 域 
共 形 地 映射 到 黎 曼 面 上 . 

作为 应 用 对 称 原 理 的 例子 我 们 来 证 明 一 个 延 拓 定理 , 由 它 可 推导 出 上 一 小 节 所 
阐述 的 的 命题 IV. 


定理 2 ( 施 瓦 茨 ). 如 果 区 域 DD 的 边界 包含 了 解析 弧 7, 则 这 个 区 域 到 单位 国 
盘 的 共 形 映射 f 可 以 穿 过 ? 解析 延 拓 . 


证 明 . 对 于 任 一 to € [a, 68] 可 以 找到 邻 域 UV = {tecC :六 一 加 | <r}, 在 它 上 面 
Y(t) 可 作为 复 变量 的 全 纯 函 数 进 行 延 拓 , 并 且 由 条 件 y(to) 承 0 (参看 在 41 小 节 命 
题 IV 中 的 脚注 ) 可 以 假定 , 7 在 VU 上 为 单 叶 . 函数 7 将 由 上 t 轴 上 的 点 构成 的 直径 
6 CU 映射 到 弧 yo c 7; 我 们 以 UV+ 记 半 圆 盘 U\ 5 中 由 7 映射 到 D 中 点 构成 的 集 
合 . 函数 g = fo7 在 U+ 上 满足 对 称 原 理 的 条 件 ( 它 将 5 变换 为 单位 圆 的 弧 ), 从 而 
可 解析 地 延 拓 到 U. 由 此 得 出 f(z) 穿 过 弧 xo 解析 地 延 拓 .， 口 


对 称 原理 可 用 于 实际 构造 具有 对 称 性 的 区 域 的 共 形 映射 . 


例 . 区 域 D 是 线段 [-1,1] 与 [-i,1] 的 并 以 外 的 部 分 ; 以 Di 表示 它 的 上 半 部 
分 (图 78). 函数 wi = z? 在 Di 上 为 单 叶 (但 在 D 上 这 个 函数 不 是 单 叶 的 ), 它 将 
Di 映射 到 去 掉 射 线 -1 < Rewal < oo 的 平面 . 因此 函数 w = Vz? 十 1 将 D; 映射 
到 上 半 平 面 D+, 这 里 选取 了 所 需 的 根 式 的 分 支 . 通过 oo 连接 点 士 1 的 线段 7 在 此 
映射 下 变 到 通过 oo 连接 点 土 V2 的 线段 y*. 因此 , 我 们 可 将 对 称 原 理应 用 到 后 面 这 
个 项 数 , 根据 该 原理 , 这 个 函数 可 解析 延 拓 @ 到 Di 相对 于 线段 7 的 对 称 区 域 D。 上 ， 
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图 78 


外 更 确切 地 说 是 亚 纯 地 延 拓 , 因为 在 区 域 D 的 无 穷 远 点 处 , 函数 有 (一 阶 ) 极点 . 
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而 延 拓 了 的 函数 w = Vz? 十 1 (我 们 仍 以 同一 记号 表达 ) 将 D 映射 到 线段 [-V5, va 
的 外 部 区 域 D*. 非常 容易 将 去 掉 线段 的 区 域 映射 到 标准 的 区 域 上 (例如 , 用 线性 函 
数 我 们 可 将 D* 映射 到 [-1,1] 的 外 部 , 而 后 再 用 逆 于 12 小 节 的 茹 科 夫 斯 基 函 数 的 
一 个 函数 分 支 , 便 得 到 单位 圆 内 部 或 外 部 的 映射 ). # 

习题 . 

1. 茹 科 夫 斯 基 函 数 w = 3 (z+) 将 去 掉 了 半圆 盘 {|z| < 1,Imz > 0} 的 上 半 
平面 映射 到 上 半 平 面 (参看 12 小 节 ). 将 这 个 映射 延 拓 到 整个 半 平 面 {Im z > 0} 上 ; 
这 个 半 平 面 的 像 是 怎样 的 ? 

2. 证 明 任意 矩形 到 另 一 个 矩形 的 共 形 同 构 , 如 果 将 一 个 矩形 的 所 有 顶点 变 成 另 
一 个 的 顶点 , 则 此 同 构 是 线性 的 . # 


43. 关于 椭圆 函数 的 概念 
我 们 从 举例 开始 . 在 第 41 个 让 中 我 们 验证 过 第 一 关 的 毅 国 积分 


i OO (1) 
0 V(l—w)(l — kw?) 
其 中 大 0 < kk < 1 为 参数 , 并 考虑 了 在 上 半 平 面 {Imw > 0} 上 根 式 的 一 个 分 支 , 该 
分 支 共 形 地 将 此 上 半 平 面 映射 到 顶点 为 土 K, 土 K + iK' 的 矩形 Ro 上 . 以 
w = sn (z,k) (2) 
或 者 简短 地 , w = snz 表示 积分 (1) 的 逆 , 这 是 一 个 在 矩形 Ro 上 全 纯 的 阻 数 , 它 将 
这 个 矩形 共 形 地 映射 到 上 半 平 面 {Imw > 0} 上 ; 称 蚂 数 (2) 为 椭圆 正弦 . 
因为 函数 sn 将 线段 [K, K + iK'] 转换 为 线段 [1,1/ 时 , 故 可 以 对 它 应 用 对 称 原 
理 , 按 此 原理 它 可 解析 延 拓 到 Ro 的 关于 [K,K + iK'] 对 称 的 矩形 Ri1. 而 且 延 拓 
了 的 函数 (仍然 以 sn 表示 它 ) 将 Ri 映射 到 下 半 平 面 Imw < 0 (图 79)， 延 拓 了 
的 函数 也 满足 对 称 原理 的 条 件 , 因而 按 此 原理 又 可 解析 延 拓 到 和 矩形 Ro, 它 关 于 线段 
[2K,2K +iK1'] 与 Ri 对 称 . 矩形 Ro 又 被 映射 到 了 上 半 平 面 , 另外 按照 构造 , 对 于 所 
有 ze Ro 有 
sn(z+4K)=snz (3) 


(参看 图 79; 关于 [K, K +iK'] 对 称 于 z 的 点 zi 被 带 到 了 点 吏 2 又 zi 关于 [2K,2K++ 
iK'] 对 称 的 点 zo 又 重新 回 到 点 sn z). 
完全 同样 地 , 我 们 可 以 将 函数 sn z 延 拓 到 Ro 关于 线段 [-K ++iK',K 十 iK1] 的 
对 称 的 矩形 R', 但 是 这 个 延 拓 是 亚 纯 的 : 在 点 iK', 即 在 图 79 中 标 以 星 号 的 点 , 盟 
数 sn 具有 一 阶 极点 (参看 在 对 称 原理 之 后 的 注 ). 延 拓 了 的 函数 sn 将 RR 映射 到 下 
半 平 面 , 并 同样 根据 对 称 原理 , 解析 延 拓 到 R' 关于 线段 [-K +2iK', KK 十 2iK'] 对 称 
的 矩形 R, 并 且 它 将 这 个 矩形 重新 映射 到 上 半 平 面 . 像 上 面 那样 , 对 于 所 有 z € Ro 
(参看 图 79) 有 
sn (z+ 2iK’) = snz. (4) 
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图 79 


以 同样 的 方式 进行 讨论 , 我 们 可 以 将 椭圆 正弦 sn 延 拓 到 整个 的 平面 C. 所 延 拓 

了 的 函数 是 亚 纯 的 : 在 点 iK' 十 4Km +2iK'n, 其 中 m,n = 0, 土 1,… 为 任意 整数 , 它 

具有 一 阶 极点 (在 图 79 中 标 以 星 号 的 点 ), 而 在 C 的 其 余 点 它 为 全 纯 . 这 个 函数 也 具 

有 有 趣 的 双 周 期 性 质 : 从 关系 式 (3) 和 (4) 和 与 它们 相似 的 一 些 关 系 可 以 清楚 看 出 ， 

它 具 有 两 个 独立 的 周期 TI = 4K 和 T= 2iK': 对 于 任意 整数 m,n = 土 1, 土 2,… 成 
立 关 系 

sn(z+4Km+2iK'n)= snz. (5) 


在 第 33 小 节 我 们 谈 到 了 椭圆 正弦 的 歼 曼 面 . 

椭圆 正弦 与 一 个 重要 的 双 周 期 亚 纯 郑 数 类 有 关 , 这 个 基数 类 被 称 为 椭圆 函数 . 可 
用 于 多 种 分 析 问 题 和 应 用 , 这 种 函数 的 理论 在 十 九 世纪 的 高 斯 、 阿 贝尔 、 雅 可 比 、 刘 
维尔 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 、 黎 曼 等 数学 家 的 经 典 著 作 中 得 到 了 充分 的 发 展 . 我 们 在 此 只 留 
意 于 这 类 项 数 的 最 简单 的 性 质 . 

首先 证 明 不 存在 三 周期 或 更 多 周期 的 亚 纯 函数 . 


引 理 ， 非常 值 的 亚 纯 函数 『 的 所 有 周期 的 集合 T= {7T} 构成 复数 域 C 的 加 群 
的 离散 子 群 . 


证 明 . 为 了 证 明 工 是 C 的 子 群 , 只 要 证 明 两 个 性 质 即 可 : (1) 如 果 ni,72 ET 则 
1 十 7T2 ET; (2) 如 果 7 eT, 则 -re7T. 然而 这 立即 可 由 周期 性 得 到 : f(z+7i 十 72) = 
1(z+n) 三 1(2) 和 f(z-7)=f(2-T+7)= 1(2). 

T 的 离散 性 意味 着 这 个 集合 不 具有 有 限 的 极限 点 . 然而 , 如 果 存 在 那样 的 点 7o， 
则 就 会 找到 周期 的 序列 mm 一 7o. 于 是 六 = 六 一 mo 是 收敛 于 零 的 周期 的 序列 , 从 而 
对 于 使 f 在 其 一 个 邻 域 中 为 全 纯 的 点 z 有 f(z 二 7) = f(z), 由 唯一 性 定理 这 是 不 可 
能 的 , 因为 f 不 是 常 值 . 口 


定理 1。 非常 值 的 亚 纯 函数 f, 不 可 能 具有 多 于 两 个 的 独立 周期 . 
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证 明 . 可 分 成 两 种 情形 : (a) f 的 所 有 周期 的 集合 T 都 位 于 一 条 直线 ! (因为 
0 eT, 故 该 直线 通过 原点 ) 上 , 及 (b) 不 存在 这 种 直线 . 在 情形 (a), 由 于 集合 工 的 
离散 性 , 可 以 找到 一 个 周期 ro € T\ {0} 具有 最 小 的 模 , 于 是 任意 周期 + eT 都 是 m 
的 整数 倍 . 事实 上 , 设 若 相 反 , 有 周期 r = (n 十 mo, 其 中 中 为 整数 ,而 0<3<1 
则 r 一 n7o 就 会 是 模 小 于 |mo| 的 周期 , 这 与 m 的 选取 相 和 矛盾 . 在 这 种 情形 f 是 个 具 
有 一 个 基本 周期 m 的 周期 函数 . 

在 情形 (b), 又 由 于 T 的 离散 性 质 , 可 以 找到 一 个 非 退 化 的 三 角形 , 其 顶点 为 
0, m, 区 ET, 而 在 它 的 内 部 和 边 上 没有 周期 点 . 于 是 在 顶点 为 0, rm,m 十 鸡 , 7 的 平 
行 四 边 形 的 内 部 和 边 上 也 没有 周期 点 (如 果 有 这 样 的 周期 r, 则 F= To 十 7 一 7 便 在 
三 角形 0707 的 内 部 或 边 上 ; 图 80). 现在 像 在 (a) 中 所 做 那样 , 容易 证 明 任意 周期 
T ET 具有 形式 r = nm 二 n't, 其 中 n 和 mw' 为 整数 . 事实 上 , 设 若 相 反 , 则 可 找到 
周期 + = (n 十 To 十 (nw 十 图 )76, 其 中 n,n/ 为 整数 , 而 3,5'€ [0,1], 但 3 和 中 至 
少 有 一 个 严格 地 属于 (0, 1); 于 是 Yyro + 47 就 会 是 在 图 80 中 那个 平行 四 边 形 的 内 
部 或 边 上 的 周期 点 , 有 悖 于 这 个 四 边 形 的 构造 . 因此 , 在 情形 (b) 晒 数 f 为 具 基 本 周 
期 mm 和 元 的 双 周 期 函数 口 


显然 , 两 个 具有 相同 基本 周期 的 椭圆 函数 的 和 , 积 与 商 仍旧 是 具 相 同 基本 周期 

7m 和 元 的 亚 纯 函 数 , 故而 这 样 一 些 函 数 形成 了 一 个 域 . 因为 周期 性 
f(z+mr+nr)= f(z2) (m,n eZ), (6) 

可 以 对 z 进行 微分 ,而 亚 纯 函 数 的 导数 仍旧 是 亚 纯 函 数 ， 故 这 个 域 对 于 微分 运算 
封闭 . 

由 于 周期 性 质 (6), 对 于 具 基 本 周期 + 和 的 椭圆 函数 只 要 在 以 0, 7, 7 十 7',，T 
为 顶点 的 平行 四 边 形 中 研究 就 足够 了 , 但 这 时 要 算 上 边 Or 与 O7'; 我 们 称 其 为 该 函 
数 的 周期 平行 四 边 形 . 函数 f 在 整个 平面 C 上 的 值 只 是 在 重复 它 在 这 个 平行 四 边 
形 上 的 值 . 


定理 2。， 任意 整 椭圆 函数 为 常数 . 
证 明 . 这 样 的 函数 在 它 的 周期 平行 四 边 形 中 有 界 ， 从 而 意味 着 在 整个 C 上 有 
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界 , 于 是 根据 刘 维 尔 定理 , 它 为 常数 9. 口 


这 样 , 非常 值 的 椭圆 函数 应 该 具有 至 少 一 个 极点 (就 是 说 , 有 无 穷 多 个 ). 椭圆 函 
数 在 它 的 周期 平行 四 边 形 中 的 极点 个 数 , 算 上 它们 的 重 数 , 称 做 这 个 旺 数 的 阶 . 椭圆 
正弦 在 周期 矩形 中 有 两 个 单 极点 , 从 而 为 二 阶 . 


定理 3， 椭圆 函数 f 在 属于 它 的 周期 平行 四 边 形 中 每 个 极点 上 的 留 数 之 和 等 
0 


证 明 . 我 们 假定 它 的 周期 平行 四 边 形 的 边界 9I 上 不 含 极点 ; 如 若 不 然 , 我 们 
只 需 将 该 平行 四 边 形 II 进行 一 点 平移 , 使 它 满足 条 件 即 可 (图 81). 因为 在 工 的 平 
行 的 边 上 相对 应 的 点 上 函数 取 同 一 个 值 , 而 当 绕 行 911 一 周 时 , 这 两 条 对 应 边 以 相反 
的 方向 通过 , 故 f 沿 这 对 边 的 积分 等 于 零 , 这 表明 积分 


上 fdz 一 277 》， resoa 
a€El 
等 于 零 (我 们 用 了 柯 西 的 留 数 定理 ).、 口 


图 81 


由 此 也 推导 出 没有 一 阶 的 椭圆 函数 的 结论 : 否则 , 这 样 的 函数 就 应 该 在 I 中 具 
有 一 个 一 阶 的 极点 而 其 留 数 为 零 . 


定理 4， 在 其 周期 平行 四 边 形 I 中 椭 辆 函数 f 取 aec 为 值 的 次 数 等 于 矿 的 
阶 数 . 


证 明 . 设 周 期 平行 四 边 形 的 边 不 包含 极点 .根据 幅 角 原理 f 的 a - 点 的 个 数 
N(a) 减 去 它 在 I 中 极点 的 个 数 P 为 


f'(z)dz 
ee am f(z2)—a 


因为 被 积 函数 具有 与 f 相同 的 周期 , 故 右 端的 积分 等 于 0 (参看 上 个 定理 的 证 明 ). 按 
定义 P 等 于 f 的 阶 数 . 口 


两 个 具有 同一 基本 周期 + 和 的 椭圆 函数 f 和 9 必定 能 够 由 一 个 多 项 式 方程 
事实 上 刘 维 尔 证 明 的 就 是 这 个 定理 ,而 在 第 20 小 节 的 那个 归于 他 的 一 般 性 定理 是 柯 西 证 
明 的 . 
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相关 联 : 
P(f(z), 9(z)) = 0. (7) 


我 们 将 说 明 这 个 论断 成 立 的 理由 , 但 不 打算 给 出 对 它 的 详细 证 明 . 在 周期 平行 四 
边 形 I 的 点 中 至 少 是 f 或 9 的 极点 的 点 的 集合 为 有 限 , 而 函数 F(z) = Q(f(z),g(z))， 
其 中 Q(z,w) 为 任意 一 个 多 项 式 , 也 是 具 同 样 周期 r 和 7’ 的 椭圆 函数 , 并 且 也 只 在 
这 个 集合 中 取 极 点 . 假定 @ 的 次 数 足够 高 , 让 我 们 可 以 选取 它 的 系数 使 得 Q 的 主 
部 在 I 中 所 有 的 极点 都 变 成 0; 于 是 F 就 变 成 了 整 椭圆 函数 , 从 而 为 (根据 定理 1) 
常数 c. 剩 下 的 只 要 令 已 =Q@ 一 c 即 可 . 使 关系 式 (7) 成 立 的 多 项 式 说 明了 椭圆 函数 
之 间 的 代数 关联 . 因为 椭圆 函数 的 导数 f' 是 具 相 同 周期 的 椭圆 函数 , 故 ( 令 g = 了 ") 
我 们 特别 地 得 到 , 这 样 的 函数 与 它 的 导数 可 由 多 项 式 相 关联 ,， 即 满足 多 项 式 的 微分 
方程 

P(w,w’) = 0. (8) 


这 些 便 解 释 了 椭圆 函数 与 微分 方程 的 关联 , 以 及 与 各 种 应 用 问题 的 关联 的 原因 . 
习题 。 写 出 函数 ww = sn (z,k) 所 满足 的 微分 方程 . # 


44. 模 函 数 和 皮卡 定理 


考虑 圆 弧 三 角形 To = 4BC, 它 由 垂直 于 单位 圆 的 圆 弧 组 成 (图 82). 根据 黎 曼 
定理 , 存在 唯一 的 共 形 映射 w = yu(z), 将 这 个 三 角形 映射 到 上 半 平 面 , 使 点 4, B, C 
变 到 点 w = 0, 1， oo. 又 根据 对 称 原理 , 函数 j 解析 延 拓 到 三 角形 Tt 大 = 1,2,3， 
它们 关于 各 边 对 称 于 To.。 相 对 于 各 边 的 顶点 的 对 称 点 仍然 位 于 单位 圆 上 (事实 上 ， 
譬如 说 , 在 关于 弧 BC 的 反 演 映射 下 , 包含 点 4 的 圆 {|z| = 1} 的 弧 变 成 了 这 个 圆 
的 相 补 的 弧 , 点 4 的 像 A1 便 落 在 这 段 相 补 的 弧 上 ). 根据 反 演 映射 的 性 质 (第 9 小 
节 ), 三 角形 Tt 的 边 还 是 垂直 于 单位 圆 的 圆 弧 . 

延 拓 了 的 函数 六 共 形 地 将 T(* 中 的 每 一 个 映射 到 下 半 平 面 , 使 得 它 的 边 变 成 
线段 (0,1)，(1, 00), (一 00,0) 中 的 一 条 . 因此 , 可 再 次 对 jy 应 用 对 称 原理 , 从 而 jy 可 
解析 延 拓 到 三 角形 T*), 它 关于 它 的 边 对 称 于 Tt (图 82 中 的 阴影 部 分 ). 

无 限 地 重复 所 描述 的 解析 延 拓 的 过 程 , 我 们 便 建 立 了 在 单位 圆 盘 UV 中 全 纯 的 天 
数 , 称 函 数 由 为 模 函 数 . 模 函 数 不 能 解析 延 拓 到 UV 之 外 , 就 是 说 , UV 是 它 的 全 纯 
域 . 事实 上 , 在 圆 97 = {|z| = 1} 上 有 一 个 处 处 稠密 的 点 集 , 它 是 由 三 角形 To 的 每 
个 顶点 在 映射 下 得 到 的 ; 然而 , 当 z 趋向 于 按照 相应 的 三 角形 中 顶点 4 所 得 到 的 像 
点 4A， 时 , y(z) 一 0; 但 是 , 当 z 趋向 于 B 或 者 Cn 时 (分 别 由 B 和 CC 的 映射 得 到 ) 
时 , 则 jy(z) 趋向 于 1 或 oo. 因此 , /5 其 至 都 不 能 连续 地 延 拓 到 5. 

从 上 面 的 构造 中 也 可 清楚 看 出 , 模 函 数 /在 U 中 不 取 三 个 值 : 0, 1 和 co. 我 们 
以 后 要 用 到 这 个 性 质 . 

我 们 还 进一步 注意 到 , 相对 于 圆 弧 的 偶数 个 映射 ( 反 演 ) 给 出 了 分 式 线性 变换 . 
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由 偶数 个 反 演 得 到 的 分 式 线 性 变换 按 定 义 是 由 模 函 数 描述 的 , 它 将 圆 67 变换 到 自 
己 , 即 是 U 的 一 个 自 同 构 . 它们 显然 构成 了 一 个 群 Ao, 它 是 整个 7 的 自 同 构 群 的 一 
个 于 群 . 

容易 看 出 , 模 函 数 关 于 变换 群 Ao 不 变 ( 即 为 自 守 函数 ). 事实 上 , 设 Xe Ao 为 任 
一 映射 , z e U 为 任 一 点 ; z 属于 上 面 所 描述 的 那些 三 角形 中 的 一 个 , 设 为 了 (严格 地 
说 , 是 它 在 UV 中 的 闭 包 ), 而 隔 数 jy 共 形 地 将 它 映 射 到 上 半 或 下 半 平 面 , 使 得 三 角形 
的 顶点 变 到 点 0, 1 和 co. 

根据 构造 , 郴 数 /将 三 角形 和 (T) 映射 到 同一 个 半 平 面 , 并 且 相 应 的 点 再 次 变 成 
点 0, 1 和 co. 因此 jy 和 jo 和 都 共 形 地 将 了 映射 到 同一 个 半 平 面 , 以 及 同样 对 应 的 
三 个 边界 点 , 因此 

H(z) 三 poA(z) (1) 


(参看 第 38 小 节 ). 
模 函 数 的 这 个 性 质 与 椭圆 函数 的 相近 . 实际 上 , 具有 基本 周期 r 和 r' 的 椭圆 函 
数 对 于 平面 C 的 运动 群 下 , 即 形 如 
zz+mz+nz (m,neZ) (2) 


的 变换 构成 的 群 保持 不 变 . 子 群 T c Anut C 为 离散 即 对 于 任 一 点 z EC, 轨道 {9(z) : 
g ET} 在 C 中 没有 极限 点 . 完全 同样 地 , 相应 于 模 晴 数 , 群 Ao C AutU 在 单位 圆 中 
也 为 离散 (对 于 任意 点 z e U, 轨道 {A(z) : Ae Ao} 的 极限 点 仅仅 在 圆 80 上. 

在 一 个 区 域 上 亚 纯 的 函数 ,如果 对 于 在 该 区 域 的 一 个 离散 的 线性 分 式 变换 群 不 
变 , 则 被 称 为 是 一 个 自 守 函 数 . 椭圆 函数 和 模 函 数 便 在 此 列 . 庞 加 莱 在 他 1880 年 到 
1884 年 的 工作 中 奠定 了 它们 的 经 典 理论 的 基础 , 正如 庞 加 莱 自 己 指出 的 , 正 是 想 要 
与 椭圆 函数 的 理论 类 比 , 考虑 以 罗 巴 切 夫 斯 基 运 动 群 (参看 第 11 小 节 ) 替代 平面 C 
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上 的 运动 群 (对 于 它 , 椭圆 函数 不 变 ) 才 促使 他 进行 了 这 些 工 作 . 以 上 和 令 述 的 模 函 数 
/ 是 由 施 瓦 茨 在 1873 年 引进 的 . 


习题 . 以 通常 的 正三 角形 ( 角 为 r/3) 替代 图 82 中 的 圆 弧 三 角形 ZT, 并 考虑 将 
它 的 顶点 变 成 点 0, 1 和 oo 的 到 上 半 平 面 的 共 形 映射 , 请 构造 出 模 函 数 的 欧 几 里 得 
类 比 . 证 明 , 这 个 映射 可 延 拓 为 C 中 的 亚 纯 函 数 g, 而 它 是 另 一 个 C 上 的 亚 纯 函 数 
的 立方 : g = h3. ## 


我 们 来 写 出 逆 于 模 隧 数 的 解析 函数 .为 了 构造 这 个 函数 考虑 它 的 那个 分 支 z = 
Ai(w), 它 全 纯 于 上 半 平 面 并 将 这 个 上 半 平 面 映射 到 三 角形 To. 根据 对 称 原理 , 这 
个 分 支 可 以 通过 线段 (0,1), (1, co) 和 (-oo,0) 解析 延 拓 到 下 半 平 面 . 延 拓 了 的 这 些 
分 支 中 的 每 一 个 可 以 再 次 通过 这 三 条 线段 中 任 一 条 延 拓 到 上 半 平 面 . 此 时 , 如 果 第 
二 次 延 拓 源 目 于 第 一 次 不 同 的 另 一 条 线段 , 则 得 到 了 与 原来 不 同 的 分 支 ( 它 将 上 半 
平面 映射 到 了 三 角形 到 ” 中 的 一 个 ). 这 个 延 拓 过 程 可 以 无 限 进行 下 去 ; 它 便 定 义 了 
逆 于 模 函 数 的 解析 函数 . 

不 难看 出 , 北 于 模 函 数 的 解析 函数 是 个 无 穷 多 值 函 孝 ; 点 0, 1 和 oo 是 它 的 对 数 
型 的 分 支点 . 这 个 函数 的 所 有 值 都 在 单位 圆 U 中 . 

下 面 一 个 定理 的 简单 证 明基 于 模 函 数 的 逆 函 数 的 存在 性 , 而 这 个 定理 则 是 多 项 
式 基 本 性 质 的 深远 推广 . 


定理 1 (皮卡 )@., 任何 不 为 常数 的 整 函数 , 除去 可 能 的 一 个 值 外 , 取 遍 所 有 (有 
限 ) 的 复数 值 . 


证 明 . 设 整 函 数 f 没有 取 到 两 个 不 同 的 复数 值 a, b e C. 函数 


9(z) = /We - 


也 是 整 贤 数 , 并 不 取 值 0 和 1. 在 任 一 点 zo EC 的 一 个 邻 域 中 , 晴 数 p = Jj-1og 全 
纯 , 其 中 jy-! 为 道 于 模 函 数 的 函数 分 支 , 它 在 点 wo = 9(zo) 的 某 个 邻 域 中 全 纯 . 因为 
蚂 数 9 不 取 值 0, 1, 而 co 是 解析 函数 yy-! 的 奇 点 , 故 函 数 yp 可 沿 任意 道路 7 CC 
解析 延 拓 . 因为 C 单 连 通 , 故 根据 单 值 性 定理 (28 小 节 ), 旺 数 w 在 C 上 单 值 且 全 
纯 , 即 是 个 整 晃 数 . 然而 u-! 的 所 有 值 都 在 单位 圆 盘 中 , 因此 yp 有 界 , 那么 按照 刘 维 
尔 定理 (20 小 节 ), 其 为 常数 . 于 是 g, 从 而 f, 为 常数 . 口 


整 函数 是 在 C 上 不 取 oo 的 亚 纯 函数 . 皮卡 定理 可 推广 到 任意 的 亚 纯 隔 数 : 


定理 2 (皮卡 )，C 上 的 任意 不 为 常数 的 亚 纯 函数 , 除去 可 能 的 两 个 值 外 , 取 遍 
T 的 所 有 值 . 


证 明 . 设 f 为 不 取 三 个 值 a, b,c ec 的 任意 亚 纯 函 数 . 可 设 这 些 值 都 是 有 限 


CGC. E, Picard (1856 一 1941), 法 国 数学 家 ; 这 里 所 引述 的 定理 是 他 在 1879 年 证 明 的 . (我 们 通常 
称 这 个 定理 为 “皮卡 小 定理 ”. 一 一 译注 ) 
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的 , 这 是 因为 如 果 其 中 有 一 个 是 无 穷 , 则 f 就 是 个 不 取 两 个 值 的 整 函 数 了 , 那么 按照 
定理 1 为 常数 . 考虑 函数 


1 
g(z) 一 a ee 


它 显然 为 整 函数 (因为 f 关 c), 并 且 不 取 值 -二 和 产 -. 由 定理 1, 函数 9 为 常数 , 从 
而 f 为 常数 . 口 


注 . 整 函数 e* 关 0 和 亚 纯 函 数 tan z 关 十 i 表明 就 不 取 值 的 个 数 方面 而 言 , 皮卡 
的 两 个 定理 不 能 再 强化 了 ( 称 这 样 的 值 为 皮卡 例外 值 ). 


可 以 证 明 , 亚 纯 函 数 除 可 能 的 两 个 例外 值 外 取 所 有 值 的 性 质 , 实际 上 是 它们 在 无 
穷 远 处 形态 的 局 部 性 质 . 成 立 所 谓 的 皮卡 大 定理 , 按 此 定理 , 任意 函数 在 它 的 极点 的 
极限 点 的 适当 小 的 邻 域 中 除去 可 能 有 两 个 例外 值 外 , 它 取 所 有 的 值 @. 准确 地 说 , 在 
任意 函数 的 本 性 奇 点 的 任意 邻 域 中 , 除去 可 能 的 一 个 例外 值 外 , 它 取 所 有 的 有 限 值 . 
在 这 个 陈述 中 , 皮卡 大 定理 本 质 上 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 卡 索 拉 蒂 , 索 霍 茨 基 定 理 的 强化 . 


习题 


1. 求 在 平面 C 的 每 个 象限 中 方程 zs 十 6z 十 10=0 的 根 的 个 数 . 

2， 设 f(z) 为 在 单位 圆 盘 U 中 的 亚 纯 函数 能 够 在 9U 的 邻 域 中 连续 . 证 明 对 于 任意 使 得 
|4| > maxev |f| 的 数 4, 在 圆 盘 U 中 的 4- 点 数 等 于 极点 数 . 

3. 

(a) 求 在 第 35 小 节 中 例子 的 级 数 (10) 的 收敛 半径 , 它 在 w = 0 的 邻 域 中 成 为 整 函 数 w = 

(b) 解释 为 什么 这 个 级 数 具 有 有 限 的 收敛 半径 . 

(c) 由 (b) 推导 出 对 于 n! 的 渐 近 公式 . 

4. 设 明 数 『 在 圆 盘 U = {|z| < 1} 中 全 纯 并 在 点 al,…… ,an 也 仅 在 这 些 点 为 零 . 证 明 , 如 
果 在 U 中 成 立 不 等 式 |f(z)| < M, 则 在 这 里 成 立 更 佳 不 等 式 |f(z)| < MII”_， | 二 入 

5. 设 用,…… ,fn 在 闭 区 域 D 全 纯 . 证 明 函数 p(z) = | 及 (z)| 十 … 十 |fn(z)| 在 它 的 边界 8D 
达到 极 大 值 . 

6. 

(a) 设 函 数 f 在 单位 圆 盘 U 中 全 纯 , 在 其 闭 包 上 连续 , 并 且 在 上 半圆 7 = {|z| = 1, Imz > 0} 
成 立 不 等 式 |f(z)| < M1, 而 在 下 半圆 |f(z)| < M2z, 其 中 M， 和 M2 为 常数 . 证 明 这 时 有 
|f(0) < VM1M2. [提示 : 考虑 函数 g(z) = f(z)f( 一 z).] 

(b) 设 f 在 正方 形 @ = {1 < zx < 1, 一 1 < y < 1} 中 为 全 纯 , 在 它 的 闭 包 上 连续 , 并 且 在 
它 的 四 条 边 上 分 别 有 |f(z)| < Mj; (7 = 1,… ,4). 证 明 这 时 有 f(0) < YM M2 Ma Mi. 

7. 证 明 下 面 对 于 带 形 D = {Rez| < r/4} 的 施 瓦 蒋 引 理 的 类 比 : 如 果 f € O(D), f(0)=0 


中 皮卡 大 定理 的 证 明 (对 于 全 纯 明 数 的 ) 可 以 在 马 库 舍 维 奇 的 书 中 找到 也 可 参看 本 书 第 二 卷 的 
60 小 节 . 
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并 且 在 DD 中 |f(z)| < 1, 则 |f(z)| < |tanz|, 另外 , 如 果 在 某 个 点 z 关 0 该 不 等 式 的 等 号 成 立 , 则 
它 在 整个 DD 成 立 . 

8. 设 f(z) 为 在 单位 圆 盘 U 中 的 全 纯 函 数 , 使 得 f(0) = 1, 以 及 在 U 上 |f(z)| < M. 证 明 
在 圆 盘 {|z| < 1/M} 中 成 立 不 等 式 |f(z) -1| < Mlzl. 

9. 证 明 , 闭 圆 盘 U 到 自己 的 任意 全 纯 映 射 具 有 不 动 点 . 举 出 这 种 映射 的 例子 , 使 得 它 的 所 有 
不 动 点 都 在 圆 盘 U 的 边界 上 . 

10. 证 明 , 如 果 了 在 单位 圆 盘 U 全 纯 , 在 U 连续, 并 对 所 有 z E 8U 有 |f(z)| = 1, 则 了 是 
有 理 函 数 . 

11. 设 在 单位 圆 盘 U 全 纯 , 在 UD 连续 , 并 且 它 的 边界 值 是 7 中 一 个 反 全 纯 函 数 的 边界 值 . 
证 明 这 时 f 是 个 有 理 函 数 . 

12. ( 切 博 塔 座 夫 ) 设 f(z) 在 上 半 平 面 V = {fImz > 0} 全 纯 , 在 立 mcC 连续 , 县 f(V) C W， 
但 f(R) C RR. 证 明 , 在 这 些 条 件 下 f 是 个 线性 郴 数 ，[ 提 示 : 根据 对 称 原理 ,，f 为 整 函 数 ; 证 明 它 
在 z 轴 上 递增 , 然后 再 考虑 函数 g(z) = 过 纺 , 其 中 的 zo 为 f 的 唯一 的 零点 , 从 而 去 证 明 9 = 
常数 .] 

13. 设 水 平 线 7 = {|f(z)| = c} 是 条 光滑 的 若 尔 当 曲线 , 而 函数 f 在 以 为 边界 的 闭 区 域 
D 全 纯 . 证 明 (a) arg f 当 绕 行 y 时 单调 变化 ; (b) f 在 D 中 零点 的 个 数 比 它 导数 的 零点 数 ( 带 
重 数 ) 大 1. [提示 : 利用 第 一 章 的 习题 7 及 幅 角 原理 .] 

14. 设 在 圆 盘 U 中 的 函数 f, 全 纯 , 异 于 零 , 并 且 按 模 全 都 小 于 1. 于 是 , 如 果 f,(0) 一 0 则 
在 任意 U 内 圆 盘 上 , 一 致 地 f(z) 一 0. 

15. 证 明 , 圆 环 {fri < |z| < rz} 只 能 共 形 地 映射 到 与 它 相 似 的 圆 环 {pl < |w| < pz} 上 . [ 提 
示 : 利用 对 称 原理 .] 

16. 举 出 映射 的 例子 , 它 全 纯 地 (然而 , 当然 不 是 单 叶 地 ) 将 圆 环 映射 到 圆 盘 , 以 及 将 圆 盘 映 
到 圆 环 的 例子 . 

17. 证 明 , 如 果 在 区 域 D 全 纯 , 并 在 D 局 部 一 臻 有 界 的 阴 数 序列 {fn}, 而 且 在 极限 点 在 D 
中 的 集合 上 收敛 , 则 它 在 D 中 局 部 一 致 收敛 . 

18. 验证 , 函数 w = sn (z,k) 唯一 共 形 地 , 将 等 同 了 对 边 的 矩形 {一 2K < Rez <2K, —K’'< 
Im z < K'} 映射 到 了 一 个 如 下 得 到 的 曲面 : 取 两 个 具有 沿线 段 (一 /k, 一 1) 和 (1, 1/k) 切口 的 w- 平 
面 拷贝 , 然后 按照 交叉 方式 将 切口 的 边 粘 合 起 来 . 

19. 证 明 , 如 果 fi 和 fo 为 不 是 常数 的 整 函 数 , 则 恒等式 ef1(*) + ef2(*) = 1 不 可 能 成 立 . 

20. 证 明 , 如 果 三 个 整 孙 数 f; 满足 方程 efi 二 ef? + ep = 0, 则 在 差 刻 一 所 , 7j 关上 中 至 少 
有 一 个 为 常数 . (这 个 命题 对 于 任意 多 个 整 函数 都 成 立 ; 它 以 博 雷 尔 (E. Borel) 定理 而 知名 .) 

21. 证 明 , 整 函数 f(z) = ze* 不 具有 皮卡 例外 值 . 


第 五 章 ”解析 方法 


在 最 后 这 一 章 里 我 们 将 考察 一 些 基 本 概念 和 方法 , 它们 经 常 被 用 于 分 析 中 以 及 
在 研究 函数 性 质 和 它们 的 近似 计算 的 应 用 问题 中 . 


814. 整 函 数 与 亚 纯 函 数 的 分 解 


45. 米 塔 - 列 夫 勒 定理 


在 第 25 小 节 里 曾 证 明 过 , 任意 有 理 函 数 可 以 分 解 为 一 些 多 项 式 (在 无 穷 远 点 的 
主 部 ) 与 在 一 些 有 限 奇 点 的 主 部 的 和 . 在 这 里 我 们 和 硕 望 得 到 对 于 任意 亚 纯 函 数 的 类 
似 分 解 . 我 们 以 an (n= 1,2,…) 记 亚 纯 函 数 f 的 极点 @, 而 以 


gn(z) = 》、 定 (1) 


记 它 在 极点 an 的 洛 朗 展开 式 的 主 部 . 

如 果 亚 纯 函 数 f 只 具有 有 限 个 极点 , 于 是 从 f 中 减 去 它 在 这 些 极点 的 主 部 的 和 ， 
我 们 显然 就 得 到 了 一 个 整 函数 h.， 在 这 种 情形 下 , 所 提 的 问题 可 以 很 平凡 地 得 以 解 
决 : 函数 f 可 分 解 为 整 函数 h 和 它 的 所 有 主 部 的 和 . 因此 , 只 有 在 有 无 穷 多 个 极点 
的 情形 才 是 个 有 意思 的 问题 . 这 时 不 再 是 个 有 限 和 而 是 个 由 主 部 构成 的 级 数 ， 从 而 
产生 了 它 的 收敛 性 问题 . 一 般 说 来 , 这 个 级 数 发 散 , 为 了 得 到 收敛 于 这 些 主 部 的 级 数 
有 必要 引进 一 些 修正 项 , 它们 就 像 我 们 将 要 看 到 的 那样 , 可 以 取 作 多 项 式 的 形式 : 是 
主 部 的 泰勒 展开 式 的 截 段 . 

在 转 到 准确 阐述 与 证 明 时 ， 由 于 亚 纯 函 数 在 一 些 点 会 取 无 穷 大 , 我 们 首先 要 规 
定 如 何 理 解 亚 纯 销 数 形成 的 级 数 的 收敛 性 . 


@ 我 们 记得 , 亚 纯 函 数 的 极点 最 多 只 有 可 数 多 个 : 在 圆 盘 {|z| < N}, N = 1,2,.… 中 , 极点 只 有 
有 限 个 , 这 是 因为 如 若 不 然 , 就 会 存在 他 们 的 有 限 的 极限 点 , 它 不 是 一 个 孤立 奇 点 , 从 而 不 是 极点 . 
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定义 1. 称 由 亚 纯 销 数 构成 的 级 数 在 集合 M 中 收敛 (一 致 收敛 ) 是 说 , 如 果 只 
有 它 的 有 限 个 项 在 M 中 有 极点 , 并 且 在 去 掉 这 些 项 后 , 该 级 数 在 M 上 收敛 (一 致 
收敛 ). 


下 面 的 对 于 给 定 了 极点 和 主 部 的 亚 纯 盟 数 的 存在 定理 解决 了 分 解 问题 : 


定理 1 ( 米 塔 - 列 夫 勒 吕 ). 对 于 任何 点 序列 an € C, limn_,oo an = 00 以 及 形 如 
(1) 的 函数 序列 g,,, 存在 一 个 亚 纯 函数 f, 它 在 所 有 的 an, 也 只 在 这 些 点 有 极点 ， 并 
且 f 在 每 个 极点 an 的 主 部 为 gn. 


证 明 . 不 失 一 般 性 可 设 an 关 0 (如 若 不 然 , 可 以 用 f 一 go 蔡 代 f, 其 中 的 go 为 f 
在 点 z =0 的 主 部 ) 并 且 a 的 脚 标 按 模 的 非 降 排列 : |an| < lan+il (n = 1,2,…). 固 
定 一 个 数 g, 0 < gq < 1, 并 记 Kn = {z :|z| < qlan|}. 因为 函数 gn 在 圆 盘 {lz| < |an|} 
中 全 纯 , 且 天 。 紧 闭 于 此 圆 盘 , 故 g, 在 Ks 上 可 被 泰勒 多 项 式 


mn 《大 ) 
P,(z) = Dz (2) 
k=0 
一 致 允 近 ; 我 们 在 其 中 如 此 选取 次 数 mn, 使 得 对 于 所 有 的 ze Kn 有 
Ign(2) -Pla < 却 (n=b2) (3) 


在 如 此 选择 的 已 , 下 , 级 数 > (gn 一 忆 ) = f 在 C 的 任何 一 个 紧 集 KK 在 定 
义工 的 意义 下 一 臻 收敛, 事实 上 ,对 于 任意 的 K 可 以 找到 指标 N, 使 得 对 于 所 有 
n>N 有 Kc kK; 级 数 的 项 

fn = 》 (gn — Pr) (4) 


寻 一 从 
在 天 上 全 纯 , 并 由 于 (3), 该 级 数 在 K 上 被 一 个 收敛 的 几何 级 数控 制 . 因此 级 数 (4) 
在 天 上 一 致 收敛 , 而 且 其 和 jw 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (23 小 节 ) 在 Ky 上 全 纯 . 
函数 f 与 fy 相差 一 个 有 理 函 数 并 2 (gn 一 Pn), 它 以 an 为 极点 , 以 gn 为 其 
主 部 , n = 1,2,… ,N 一 1, 因而 在 K 具有 给 定 的 极点 和 主 部 . 因为 K 为 任意 的 紧 集 ， 
故 f 为 亚 纯 并 在 C 上 具有 给 定 的 极点 和 主 部 . 口 


推论 ， 任 意 亚 纯 函数 有 可 以 展开 为 级 数 
f=h+ (gn — Pn), (5) 
n=1 
它 在 任意 紧 集 上 一 致 收效 ,而 其 中 的 九 为 整 函数 , gn 为 f 的 主 部 , Pn 为 某 个 多 项 式 . 


证 明 . 按照 模 的 不 降 顺 序 安排 f 的 极点 的 脚 标 (如 果 将 f 换 作 f 一 go, 则 可 将 
点 z = 0 看 作 是 f 的 正常 点 , 这 里 的 go 是 f 在 z =0 的 主 部 ); 于 是 根据 定理 1, 可 


@G. Mittag-Leffler (1846 一 1927), 瑞典 数学 家 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 , 也 是 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 的 朋 
友 . 1896 年 被 选 为 彼得 堡 科 学 院 通讯 院士 , 而 后 在 1925 年 选 为 苏联 科学 院 荣誉 院士 . 这 个 定理 发 
表 于 1877 年 . 
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构造 级 数 
fo = 》 (gn 一 P,), 
n=] 
它 在 任意 紧 集 上 一 致 收敛 . 函数 f - fo = h 显然 是 个 整 函 数 . 口 
例 . 


1. 亚 纯 函数 ha z jn an 一 Tixr (n = 0, 土 1,…) 具有 二 阶 极点 , 并 且 它 在 极 


fo(z) = > ry 


在 任意 紧 集 上 一 致 收敛 (在 定义 1 的 意义 下 ), 这 是 因为 在 任意 圆 盘 {|z| < R} 上 它 
可 被 收敛 级 数 并 rm 所 控制 . 因此 在 展开 式 (5) 中 的 修正 多 项 式 mw 已 无 需要 ， 
而 接 下 来 则 是 求 出 整 函数 


h(z 
sin?z -> (z 一 ny 


这 是 个 周期 为 的 周期 函数 , 因此 只 需 在 带 形 {0 < Rez < r} 中 研究 它 就 可 以 了 . 
在 这 个 带 形 中 , 对 于 n=1,2,…, 有 |z 一 n7|> MN 1), SN 


— 1 
|fo(2)| < 六 Pe Bm 2 和 二 iy 


ey 


在 此 带 形 中 z 一 oo 时 趋向 0. 因为 | sn2 z| = sin2 z 十 sinh*y 这 时 趋向 于 无 穷 大 , 故 
而 h(z) 当 zx 一 00, 0 < Rez < 7” 时 趋向 于 零 . 所 以 h 在 在 此 带 形 中 有 和 界 , 又 由 周期 
性 知 其 在 C 有 界 ; 根据 刘 维 尔 定理 h 为 常数 , 从 而 为 零 . 于 是 它 的 米 塔 - 列 夫 勒 分 解 
形 如 


1 一 1 
sin2z | 2 (z— nn)2 (6) 


2. 亚 纯 函 数 cot z 在 同样 的 那些 点 an = nr (n = 0, 土 1,…) 具有 单 极 点 , 这 时 
它 的 主 部 为 gn = 1/(z 一 n7). 由 主 部 构成 的 级 数 发 散 , 然而 容易 看 出 , 可 以 取 零 次 的 


修正 多 项 式 : 级 数 
Ee 1 1 i Z 
a 二) 二 二 


也 一 一 De 


(3 表示 取 和 时 去 掉 指 标 为 0 的 项 ) 在 每 一 个 紧 集 上 一 致 收敛 . 剩 下 来 要 求 在 展开 
式 (5) 中 的 整 函数 h 了 ; ge hi 我 们 确信 h = 0. 
但 是 更 简单 的 是 , 对 于 = 十; 一 羡 沿 任意 一 条 连接 点 z = 0 与 z 且 不 通过 极点 


Sin” 2 


an = 二 0 的 道路 将 进行 积分 . 利用 公式 (6), 我 们 得 到 所 要 得 米 塔 - 列 夫 勒 的 公式 
人 1 1 
ER 》， (二 二 + 去 (7) 


各 三 一 上 上 O 
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(对 于 (6) 逐 项 积分 的 可 行 性 在 于 它 的 一 致 收敛 性 ). 

米 塔 - 列 夫 勒 定理 和 它 的 推论 是 存在 性 的 定理 , 并 没有 给 出 有 效 地 选取 多 项 式 
P 和 整 函 数 h 的 信息 . 对 于 实用 的 目的 , 需要 一 个 更 有 用 的 而 不 是 那样 广泛 的 , 但 
要 更 具 构 造 性 的 定理 ; 为 了 证 明 它 , 要 应 用 改进 了 收敛 性 的 柯 西方 法 . 


定理 2。 如 果 在 一 系列 园 加 = {|z| = rn},， ri <raz< .mn 一 oo 上 , 亚 纯 函 
数 f 不 比 zm 增长 得 快 , 即 存在 常数 4 使 得 对 于 所 有 的 ze yn (n = 1,2,…) 有 
|f(z)| < Alz|™, WE (8) 
则 在 分 解 公式 (5) 中 , 作为 已 和 hh 可 以 取 次 数 不 超 过 mm 的 多 项 式 . 


证 阴 . 固定 任意 一 个 不 是 f 的 极点 的 点 z & C, 并 假定 yn 包含 z 在 其 内 部 . 因 
而 函数 F(C) = 始 ; 除去 点 《= z 和 函数 f 的 极点 外 在 Yw 内 部 处 处 全 纯 . 它 在 点 z 
的 留 数 为 f(z), 并 以 s 记 f 在 yr 内 部 极点 的 留 数 和 . 

为 了 计算 s 我 们 注意 到 , 在 每 个 这 样 的 极点 上 函数 FF 的 留 数 等 于 函数 Fny(C) = 
pv(6)/(C 一 z) 的 留 数 , 其 中 的 pw(5) = 学 (yw) gn(5) 表示 f 在 Yn 内 部 所 有 极 感 上 
的 主 部 之 和 . 函数 Fy 为 有 理 的 , 并 且 除 了 所 提 到 的 极点 外 它 在 点 < = z 还 是 留 数 为 
pn(z) 的 极点 , 而 它 在 无 穷 远 点 的 留 数 等 于 零 , 这 是 因为 Fy 在 那里 有 不 低 于 二 阶 的 
零点 @D. 根据 全 部 留 数 和 的 定理 (26 小 节 ), Fy 的 所 有 留 数 之 和 , 即 s+ pn(z) = 0， 
由 此 得 到 s = 一 pnN(z) = 一 (rw) 9n(2)- 

将 柯 西 留 数 定理 用 于 F, 我 们 有 


本 了 a = f(z) — >》_ gn(2z). (9) 


2 rn (YN) 
如 果 当 N 一 co 时 左 端的 积分 趋向 于 零 , 那么 由 f 主 部 构成 的 级 数 便 收 敛 , 从 
而 为 收敛 性 添加 修正 项 便 无 必要 . 但 是 , 一 般 说 来 并 不 是 这 样 的 ; 为 了 得 到 这 个 积分 
趋向 于 零 , 需要 在 积分 号 内 从 1/(C - z) 中 减 去 它 在 无 穷 远 点 的 洛 朗 级 数 的 首 项 , 即 
形 如 站 /cs+l 的 项 的 和 . 这 样 做 更 方便 : 在 等 式 (9) 和 对 此 等 式 按 z 进行 逐次 微分 得 
到 的 一 系列 等 式 中 令 z = 0 (我 们 假定 z = 0 为 f 的 正常 点 ); 我 们 得 到 : 
1 fw 10 _ (0) (k= 0,1,... ,m). 


2ni sy, Crtl™” kl pe 
对 此 等 式 乘 以 zk 然后 从 (9) 中 减 去 所 得 到 的 等 式 , 于 是 有 
1 1 zk 
2 (去 - 习 厅 f (Od 
= f(z) J h(z) 一 >_ {gn(z) - P.(z)}, 


(YN ) 


其 中 h(z) = 并 0 了 如 zk，PP,(z) = 可 号 o 风 No) zk 我们 的 目的 就 要 达到 ; 事实 上 ， 


(10) 


中 当然, 如 果 yy 内 部 至 少 有 一 个 f 的 极点 . 
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可 对 (10) 的 左 端 , 即 量 


zmtl 1 fC) dae 
人 


估 值 (我 们 对 积分 号 内 的 几何 级 数 进 行 了 求 和 ). 利用 不 等 式 (8) 便 得 到 估 值 |Rw(z)| < 
全 站 一, 从 它 看 出 , 当 N 一 oo 时 有 Rw(z) 一 0, 另外 , 在 任意 紧 集 上 它 还 是 一 致 的 . 
口 


例 。 不 难看 出 , cot z 在 圆 {|z| = r (n 十 3)}, n = 0,1,2,… 上 有 界 , 因而 可 对 
函数 f(z) = cotz - + 应 用 定理 2, 在 其 中 可 令 m = 0. 我 们 再 次 得 到 分 解 (7). # 


最 后 我 们 引进 在 任意 区 域 D c C 情形 下 的 广义 的 米 塔 - 列 夫 勒 定理 .不 失 一 
般 性 , 我 们 假定 D 包含 了 无 穷 远 点 (这 可 由 分 式 线性 变换 做 到 ), 并 且 8D 儿 , 即 
D 关 C ( 那 种 情形 定理 平凡 ). 


定理 3. 对 于 任何 在 D 中 没有 极限 点 的 序列 an, 以 及 形 如 (1) 的 函数 序列 gn， 
存在 DD 中 的 亚 纯 函数 f, 它 在 所 有 点 也 只 在 这 些 点 an 上 有 极点 , 并 且 在 每 个 点 an 
的 主 部 等 于 9gn. 


证 明 ， 在 有 限 个 点 an 的 情形 定理 平凡 , 故 需 假定 序列 an 是 无 穷 的 . 对 于 每 个 
an 我 们 找到 最 靠近 它 的 点 an e 9D( 存 在 这 样 的 点 , 这 是 因为 连续 函数 p(C) = |C 一 an| 
在 紧 集 9D 上 达到 极 小 ); 显然 , 当 n 一 oo 时 , rn = |an 一 an| 一 0. 对 于 所 有 的 
zEf{flz 一 Qn|>>rn), 函数 (z 一 an)-!5 Wh 


1 加 (an 二 on 
z 一 an Zz—an-— 全 -> 
由 此 看 出 当 |z - an| > 2rn 时 函数 (z -an)-!, 同时 意味 着 g,(z), 可 以 以 任意 阶 的 


精度 逼近 变量 (z _ an)-1 的 多 项 式 . 我 们 选取 多 项 式 已 (二 -) = Qn(z) 使 得 当 
lz 一 Qn| > 2rn 时 满足 不 等 式 


gn(2) -Ga < 元 ，m 一 2 (1) 
(这 里 的 Q 是 全 纯 于 D 的 有 理 函数 ) 
在 所 选择 的 9 下 , 级 数 
f= >o.- Wn) (12) 


在 每 个 K € D 上 一 致 收敛 (在 定义 1 的 意义 下 ) 事实 上 , 对 于 每 个 这 样 的 K, 可 以 
找到 数 N 使 得 对 于 所 有 的 nN 和 所 有 全 二 各 > 有 |z 一 am| 之 2rm. 由 在 上 的 全 
纯 函 数 构成 的 级 数 


fn = >》 (gn — Qn) 
n=N 


被 在 K 上 收敛 的 几何 级 数 所 控制 , 因此 函数 fy 在 天 上 全 纯 . 函数 f 与 fy 相差 一 个 
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有 理 函 数 于 (gn 一 Qn), 而 它 在 D 上 只 有 具 主 部 on 的 极点 an (n = 1,…… ,N 一 1)®. 
因为 K 是 DD 中 任意 的 紧 集 , 故 f 满足 定理 的 条 件 。 口 


注 ， 设 给 定 了 任意 的 点 序列 ao" es C 及 相应 的 形 如 (1) 的 函数 9g。( 如 果 某 个 
an = co, 则 相应 的 函数 gn 是 没有 自由 项 的 z 的 多 项 式 ). 设 EE 是 序列 an 的 极限 
点 的 集合 (容易 看 出 这 个 集合 为 闭 ). 如 果 在 定理 3 的 证 明 中 选取 最 靠近 an 的 点 an 
为 五 的 点 , 则 级 数 (12) 定义 的 函数 f 在 EE 的 补 集中 亚 纯 ( 它 是 个 开 集 , 因而 最 多 由 
区 域 的 可 数 集合 构成 ). 


46. 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 


在 这 里 我 们 考虑 将 整 函 数 分 解 为 对 应 于 它们 的 零点 的 线性 因 式 , 这 类 似 于 对 于 

多 项 式 的 分 解 : 
! l 
P(z) =az™ [1(z -an) = 4z™ [I 《 三 ) (1) 

n=1 n=1 和 
(我 们 以 a。 表示 多 项 式 的 非 零 根 ; 每 个 根 按 重 数 重复 算 ; 以 m 表示 根 z = 0 的 重 数 ). 
在 一 般 情形 , 整 函 数 具有 零点 的 (可 数 ) 无 穷 集 , 因此 我 们 处 于 需要 替代 有 限 乘 
积 (1) 而 去 考虑 无 穷 乘 积 的 情形 .让 我 们 来 回忆 一 下 有 关 这 种 无 穷 乘积 的 定义 和 最 
简单 的 一 些 事实 . 称 具 有 复数 项 的 无 穷 乘 积 

[IQ+er) (2) 


n=]1 


收敛 是 说 , 如 果 它 所 有 的 因 式 均 异 于 零 , 并 且 部 分 积 In = II&_,(1 十 cn) 具有 极限 
I = lim。,。 ITn, 而 且 也 异 于 零 @; 称 数 I 为 乘积 (2) 的 值 . 

因为 1 + cn = 于, 故 条 件 cn 一 0 是 乘积 (2) 收敛 的 必要 条 件 ; 它 当然 不 是 充 
分 的 : 例如 I> (1 + +). 对 于 乘积 (2) 收敛 性 的 充分 必要 条 件 是 在 适当 选取 对 数 
值 时 的 级 数 、 

》 In(1 十 cn) (3) 

的 收敛 性 . 事实 上 , 设 级 数 (3) 收敛 , 也 就 是 说 部 分 和 Zn = Rk_1 ln(1 + cn) 收敛 于 
有 限 极限 总; 于 是 部 分 乘积 II = ez" 趋向 于 极限 工 = e2 0, 即 (2) 收敛 . 现 设 (2) 
收敛 , 即 存 在 极限 lim_,woIn = 开关 0i; 我 们 选取 对 数值 ln II, 使 得 ljnI, 一 lnIl, 
然后 令 In(1 + ci) = In In , 我 们 选取 值 In(1 + cz) 使 得 In(1+ ci)+In(1+cz) = inI2>， 
等 等 (假定 我 们 已 选取 了 值 In(1 + ck), 大 = 1,… ,n 一 1, 那么 我 们 选取 In(1+ cn) 使 
得 并”_ ;ln(l + cn) = InTIn). 在 这 样 选取 对 数值 下 , 便 有 Zn = in Tn 一 ln, 即 级 数 
(3) 收敛 . 


@ 在 点 an 这 个 有 理 函数 仍 有 极点 , 但 它 不 属于 DD. 
@ 引 进 条 件 取 0 是 为 了 保持 乘积 只 有 在 一 个 因 式 为 零 时 才 为 零 的 性 质 . 
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最 后 , 我 们 称 一 个 因 式 为 集合 M 上 的 全 纯 函 数 的 无 穷 乘积 在 这 个 集合 上 收敛 
是 说 , 如 果 在 这 些 因 式 中 间 只 有 有 限 个 在 M 上 取 为 零 , 并 且 在 去 掉 这 些 因 式 后 的 乘 
积 在 M 的 每 个 点 收敛 . 具有 给 定 零 点 的 整 函 数 的 存在 定理 是 后 面 进行 讨论 的 基础 . 


定理 1 (K. 魏 尔 斯 特 拉 斯 )@， 对 于 任意 使 limn_.oo an = oo 的 点 序列 an E C， 
存在 一 个 整 函数 f 它 以 所 有 点 a 并 只 以 这 些 点 为 零点 , 并且 在 点 an 的 零点 的 
阶 等 于 所 给 序列 中 an 出 现 的 项 数 . 


证 明 。 不 失 一 般 性 , 可 设 on 关 0 (因为 替代 7 可 以 去 考虑 整 函数 名, 其 中 mm 
为 f 在 点 z=0 的 零点 的 阶 数 ), 并 对 an 设 脚 标 按照 模 的 不 降 顺序 安排 
如 我 们 已 知道 的 , 因 式 为 (1 - 云 ) 的 无 穷 乘积 的 收敛 性 等 价 于 由 这 些 因 式 的 


对 数 
Zz Wi 下 
m(1- 它 ) =- 宇 -3( 疡 ) -人 (二 和 
组 成 的 级 数 的 收敛 性 . 但 是 这 个 级 数 在 一 般 情形 下 发 散 , 这 是 因为 oz:l 一 0 不 够 快 ; 


为 了 得 到 收敛 性 , 自然 是 去 掉 上 面 展 式 的 前 面 一 些 项 , 在 那里 出 现 的 是 1/an 的 低 次 
寡 . 换 句 话说 , 不 是 去 考虑 nn (1 - 去 ), 而 是 应 该 考虑 函数 


Z "i Ey 
ingn(z) =In (1- 它 ) 0 C3 Ee (二 
Co 1 > 大 
SR 
其 中 pn 是 个 按 所 需要 的 选取 的 自然 数 . 
我 们 将 按照 这 个 一 般 的 想法 进行 .为 此 , 我 们 固定 一 个 数 g, 0 < g < 1, 并 记 
Kn = {|z| < glan|}. 对 于 ze Kn, 分 支 n (1 一 去 ) 有 定义 , 设 其 为 主 分 支 (在 这 里 
有 ln1 = 0), 从 而 定义 了 在 公式 (4) 中 的 函数 In gn. 对 于 这 样 的 z 有 估 值 


了 nm 十 | Co qt 1 pm 十 | 


tk+ti 1-4 
(我 们 利用 了 显然 的 不 等 式 pk 十 k 十 1> 1 以 及 对 几何 级 数 的 求 和 ). 
我 们 现在 选取 pn 使 得 级 数 
Co pn 二 +1 
| (9) 


n 二 1 


在 任意 圆 盘 {|z| < R} 上 绝对 和 一 致 收敛 : 为 此 只 要 令 , 譬如 , pn 十 1 = n (回忆 柯 
西 判 别 法 , 以 及 an 一 co). 对 于 任意 固定 的 紧 集 K 可 以 找到 指标 N, 使 得 对 于 所 有 
n 之 N 有 Kc Ka. 于 是 由 (5) 看 出 , 在 K 上 级 数 > Ingn(z) 绝对 和 一 致 收敛 ， 


2 


Qn 


之 
|ln gn (z)| < 


(5) 


” @ 发 表 于 1876 年 , 在 米 塔 - 列 夫 勒 定理 前 一 年 
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但 这 意味 着 乘积 
JJ wo =- II [人 - 辫 )e 坟 二) 页 (二 )” 一 名 人 


九 一 从 


显然 函数 fw = eFR wm 在 K 上 全 纯 并 不 在 那里 取 零 . 所 以 无 穷 乘积 
二 
/= II @ 之 ) o (7) 


仅 与 fy 相差 有 限 个 因 式 , 因而 在 K 上 收敛 , 从 而 函数 f 在 这 里 全 纯 , 并 且 只 在 属 
于 区 的 那些 点 Qn 为 零 . 
因为 K 为 任意 的 紧 集 , 故 f 为 有 给 定 零 点 的 整 函数 . 口 


推论 。 任意 整 函数 f 可 以 分 解 为 相应 与 它 的 零点 的 无 穷 乘积 
f(z) = 2"™ S01 Ce a En (去 二 -+ 去 mh i (8) 


其 中 m 为 f 在 点 z= 二 0 的 零点 的 阶 , g 为 某 个 整 函数 , 而 数 pn 的 选取 是 使 得 级 数 
(6) 在 任意 紧 集 上 绝对 和 一 致 收敛 . 


证 明 . 我 们 假定 m = 0 (为 此 只 要 用 函数 f(z)/z™m 替代 f 即 可 ) 并 将 f 的 零点 
按 模 的 不 降 顺 序 排列 , 而 且 每 个 零点 按 它 的 重 数 多 少 排列 多 少 次 . 根据 定理 1, 按照 
这 些 零 点 构造 出 整 哨 数 
jp 加 = 开 (一 三 ] 二 页 ( 二 ， 


名 三 1 


分 式 f/fo 显然 是 个 没有 零点 的 整 函数 , 所 以 函数 g(z) = In 区 儿 | 可 无 限 地 延 拓 到 C， 
并 根据 单 值 性 定理 (第 28 小 节 ) 是 个 整 函数 . 因此 , f =esfo. 口 

例 . 

1. 整 函数 天 = 在 点 on = nr，(n = 士 1, 土 2,…) 有 单 零 点 . 因为 级 数 >(z/n)* 
在 任意 紧 集 上 一 致 收敛 , 故 可 以 令 所 有 pn = 1, 从 而 魏 尔 斯 特 拉 斯 分 解 有 形式 


sinz _ e9(z) I (1- 一 )。 z/(nr)， 


其 中 9 为 某 个 整 晴 数 (“” ， 在 这 蜂 我 示 果 可 中 需要 去 反扑 n = 0). 还 需要 求 出 9， 
而 较 简单 的 做 法 是 对 于 上 一 节 得 到 的 cot z - : 的 分 解 式 积分 . 我 们 发 现 g = 0, 从 
而 分 解 有 了 最 终 的 形式 ® 


sinz _ -I 4- 二 )。 z/(nr) — II ( a ,元 ) (9) 


(转向 六 一个 分解 形式 时 忽 们 把 具 指 村 n 和 一 n 的 项 合并 , 这 是 为 相应 级 数 的 绝对 
收敛 性 容许 的 ). 


@ 这 个 分 解 已 被 欧 拉 在 1734 一 1735 年 以 形式 sinmrz = wz(1 一 2z/1)(1 + z/1)(1 — z/2)(1 + 2z/2).… 
得 到 . 
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2. 整 函数 甸 败 在 点 on = nar2 (n = 1,2,…) 有 单 零 点 . 显然, 可 以 令 所 有 的 
pn = 0, 从 而 魏 尔 斯 特 拉 斯 分 解 有 形式 
加 = es(?) II (1- -3): (10) 
整 也 数 9 = 0, 更 简单 地 可 在 (9) 的 第 二 个 分 解 时 中 以 Vz 替代 z 便 能 证 明 . ## 


我 们 现在 给 出 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 在 任意 区 域 D 上 的 推广 . 不 失 一 般 性 , 假定 D 
包含 了 无 穷 远 点 并 且 边 界 68D 产儿. 


定理 2， 对 于 在 D 中 不 具有 极限 点 的 任意 的 点 序列 an E DD, 存在 在 DD 中 全 纯 
的 函数 f, 它 以 且 只 以 这 些 点 an 为 零点 @@. 

证 明 . 假定 an 为 无 穷 序 列 . 对 于 每 个 点 an 可 以 找到 最 靠近 它 的 点 an e 8D; 
当 nn 一 oo 时 数 rn = |an 一 an| 一 0. 于 是 对 于 所 有 的 z e {|z 一 an| > rn} 成 立 分 解 


2 一 Qn (an 一 an) 
=m(1- er) - -7 
而 当 |z - an| > 2rn 时 它 按 z 一 致 收敛 . 
因此 当 |z 一 an| > 2rn, 可 选取 自然 数 pn 使 得 


pn 天 
2 一 an (an 一 am) 1 
ee 人 -一 = 
hh 上 Klz — mF < (n= 1,2,.…:) (11) 


on 
在 所 选 的 p 下 , 无 穷 乘积 
f= 了 (于 生 ) ce 你 = (12) 


之 -一 


n=l 
在 每 个 K &€ D 收敛 .事实 上 , 对 于 任意 这 样 的 K 可 以 找到 数 N, 使 得 对 所 有 的 
mn2N 有 jz--an| > 2rn. 由 在 K 上 全 纯 的 哨 数 
= (an — 人 
局 -主人 
gN\z > + 人 Qn)* 


形成 的 级 数 , 根据 (11) 在 K 上 一 致 收敛 ， 从而 gx 在 K 上 全 纯 , 因此 乘积 
fn(z) 一 I (三 各) ek nk 三 e9N{z) 


nN 之 一 Cn 
在 KK 上 全 纯 并 不 取 零 值 . 因此 由 (12) 的 乘积 定义 的 函数 f 在 K 上 全 纯 , 并 只 在 点 
an €E K 取 零 . 因为 K 是 D 的 任意 紧 集 , 故 f 满足 定理 的 条 件 . 口 
注 . 如 果 假 设 区 域 D 包含 了 点 z = 0, 而 它 并 非 所 要 求 的 函数 f 的 零点 , 则 公 
式 (12) 可 以 有 一 点 不 同 的 形式 . 在 (12) 的 右 端 将 z 换 成 二 ,an 换 成 起 , 而 an 换 成 


Ff 在 点 an 的 零点 的 阶 等 于 an 在 所 给 序列 中 出 现 的 次 数 . 
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二 ; 我 们 得 到 
% /1 三 \ em 于 ( 李 - 安 ) 
/wD- 直 (二 这 )。 全 人 区 (13) 
特别 , 如 果 D = C, 则 需 令 所 有 的 an = co, 从 而 (13) 变 到 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 公式 (7). 
# 


我 们 以 下 面 两 个 重要 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 定理 来 结束 这 一 节 . 它们 中 的 第 一 个 表 
达 了 亚 纯 函 数 与 全 纯 函 数 之 间 的 关联 , 就 是 说 , 在 区 域 D 中 的 亚 纯 函 数 f 在 每 个 点 
ae D 的 邻 域 中 可 表示 为 在 这 个 邻 域 中 的 两 个 全 纯 函 数 的 比 : f(z) = 襟 加 (在 正常 
点 的 邻 域 中 可 取 wo(z) 三 1, 而 在 极点 时 可 取 wo(z) = (z 一 a)?, 其 中 p 为 极点 的 阶 ). 
这 表明 , 可 以 在 整个 区 域 D 上 构造 这 种 整体 表示 . 


定理 3， 任意 在 区 域 D 中 的 亚 纯 函数 有 可 以 表示 为 两 个 在 D 中 全 纯 函 数 的 
比 (特别 , 如 果 DD = C, 可 作为 两 个 整 函数 的 比 ). 


证 明 ， 在 区 域 D 中 的 亚 纯 函 数 在 该 区 域 的 极点 集合 没有 极限 点 (由 此 推出 它 
们 至 多 可 数 ). 设 an 为 f 在 D 中 极点 的 序列 并 且 在 该 序列 中 重复 出 现 次 数 等 于 该 
极点 的 阶 数 . 根据 定理 2, 我 们 在 D 中 构造 一 个 以 这 些 点 an 也 只 以 这 些 点 为 零点 的 
全 纯 函数 少 乘积 .= 9 显然 在 D 上 全 纯 (每 个 极点 被 % 的 相同 阶 数 的 零点 消 
去 ), 所 以 了 = 业 是 我 们 所 需要 的 表示 . 口 


注 . 当然 , 反 过 来 , 在 区 域 D 中 的 全 纯 唤 数 的 比 也 是 D 上 的 亚 纯 函 数 . 所 以 以 
下 的 两 个 定义 是 等 价 的 : 

(1) 称 一 个 函数 在 D 中 为 亚 纯 是 说 , 如 果 它 在 D 中 除了 极点 外 不 具有 其 他 奇 点 . 

(2) 称 一 个 函数 在 D 中 为 亚 纯 是 说 , 如 果 它 能 表示 为 在 D 中 两 个 全 纯 函 数 的 比 . 


定理 2 的 第 二 个 推论 表达 了 在 第 27 小 节 中 所 解释 过 的 一 个 结果 . 在 那里 我 们 
所 谓 的 函数 f 的 全 纯 域 的 区 域 D 是 说 , 如 果 f 在 D 中 全 纯 , 而 且 不 能 通过 边界 8D 
上 的 任 一 个 点 解析 延 拓 出 去 . 


定理 4 任意 区 域 DC C 都 是 某 个 函数 的 全 纯 域 . 


证 明 . 构造 点 序列 ae D, 使 得 它 在 D 内 无 极限 点 , 而 9D 上 每 一 个 点 都 是 
这 个 序列 的 极限 点 @. 由 定理 2, 我 们 构造 在 D 中 以 且 仅 以 an 为 零点 的 全 纯 贤 数 
f( 因 而 不 恒 同 于 零 ). 

函数 f 不 能 通过 8D 的 任 一 个 点 解析 延 拓 , 这 是 因为 , 倘若 如 此 , 可 以 通过 点 
a € 6D 延 拓 , 那么 a 它 便 会 是 函数 了 在 全 纯 的 区 域 中 的 一 个 内 点 , 但 是 因为 a 是 
f 的 零点 的 一 个 极限 点 , 则 由 唯一 性 定理 有 f= 三 0. 口 


@ 留 给 读者 去 证 明 这 种 序列 的 存在 性 . 
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8$15. 整 阔 数 的 增长 性 


47. 整 函数 的 阶 与 型 


设 给 出 了 整 函 数 f; 记 
Mylr}™ ee FR (1) 


根据 最 大 模 原理 ，Miy(r) 也 是 在 圆 盘 {|z| < +} 上 的 max|f(z)|， 因 此 My(r) 是 个 
递增 函数 . 如 果 按 照 某 个 序列 rk 一 oo, 数 Mi(r) 的 增长 不 快 于 r 的 某 个 攻 , 譬如 ， 
Mi(rk) < hrm, 其 中 4 = 常数 而 m > 1 为 整数 , 于 是 f 是 个 次 数 < m 的 多 项 式 . 
这 可 由 对 于 f(z) = cnz" 展开 式 系数 的 柯 西 不 等 式 得 到 ; 我 们 有 


Mer(rk Bs 
nl < MS) < Ar， 
k 


由 此 , 令 大 趋向 于 co, 那么 当 n>>m 时 cn=0. 
如 果 将 此 作为 平凡 情形 舍 去 , 那么 对 于 Mry(r) 的 增长 速度 估 值 需要 取 增 长 比 7 
的 任意 寡 更 快 的 函数 . 阶 的 概念 是 在 将 My(7) 与 函数 er” 比较 时 产生 的 . 


定义 1， 称 整 函数 的 阶 不 超过 p(ord f < p) 是 说 , 如 果 可 以 找到 常数 Cl 和 C。 
使 得 对 于 所 有 的 > >0 有 
Mr(r) < Cieczr . 


我 们 称 这 些 p 的 下 确 界 为 f 的 阶 : 
ordf = inf{p: Mr(r) < Creo"™}. (2) 
如 果 不 存在 这 样 的 数 p, 则 说 f 是 无 穷 阶 的 . 


习题 . 证 明 任意 整 函数 的 导数 具有 与 原来 函数 同样 的 阶 . [提示 : 利用 对 于 导数 
的 柯 西 积分 公式 .] # 


定理 1. 整 函数 f 的 阶 可 按 公 式 


ordf = im (3) 


-ininAMr(r) 
lnr 
计算 . 

证 明 . 记 (3) 的 右 端 为 p.， 根据 上 极限 的 定义 , 对 于 任意 的 = > 0, 可 以 找到 
ro 使 得 当 7 > ro 时 , 我 们 有 Inln Mi(r) < (p 十 e)Inr, 由 此 得 到 Mi(r) < er””“. 
因为 Mi(r) 递增 , 故 若 设 C = max(Mjy(ro),1), 我 们 得 到 , 对 于 所 有 的 7 > 0 有 
Mj(7r) < Ce"”“, 即 ordf < p+e. 由 于 e 是 任意 的 , 由 此 得 到 ordf < p. 但 是 如 果 
ordf < p, 则 可 找到 e > 0 使 得 ord f < p 一 e, 即 对 于 所 有 的 > 和 某 两 个 常数 Cl 和 
C2 有 Mi(r) < Ciec . 于 是 对 于 所 有 的 7， 

nln My(7) ln{(ln C1 十 C27rp =) 
ln r 加 lInr 
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并 且 右 端 当 r 一 co 时 趋向 于 极限 p -< (可 由 洛 必 达 法 则 算出 ), 这 与 左 端的 上 极限 
等 于 p 矛盾 . 因此 应 该 有 ord j = p. 口 


例 . 公式 (3) 可 对 于 那些 容易 算出 My(7) 的 函数 来 计算 函数 的 阶 . 于 是 根据 此 
公式 , ez ,sin z, cos Vz, es 的 阶 分 别 为 mw 1, 1/2 和 oo. # 


在 整 销 数 的 阶 的 更 复杂 的 情形 就 不 得 不 按 照 它 们 的 泰勒 展开 式 
f(z) = > cnz" (4) 


的 系数 进行 计算 了 . 我 们 注意 到 由 柯 西 -阿达 马公 式 (20 小 节 ), 函数 f 为 整 当 且 仅 当 
limn_ ,oo Wlcn| = 0( 在 这 里 上 极限 可 换 成 普通 的 极限 , 这 是 因为 Ylcn| > 0). Vlcn| 
趋向 于 0 的 速度 决定 了 本数 的 阶 . 


定理 2. 整 函 数 的 阶 ordj 和 p 当 且 仅 当 它 的 展 式 (4) 的 系数 对 于 所 有 n = 
1,2,… 满足 条 件 
ni/? Ylcn| sc， (5) 
其 中 c 为 某 个 常数 . 


证 明 . (a) 如 果 ord f < p, 则 可 以 找到 常数 C1 和 C2 使 得 Mr(r) < Caieczr ,从 

而 根据 柯 西 不 等 式 |cn| < Caieczr ~-"inr, 由 此 有 
vo en te 
这 个 不 等 式 对 于 所 有 r > 0 成 立 , 而 它 的 左 端 与 7 无 关 , 因此 可 以 在 右 端 取 > 使 它 
非常 小 . 右 端 在 r = ro 有 唯一 的 临界 点 , 其 中 ri = n/(Czp), 而 当 r 一 0 和 r+ 一 o0 
时 它 都 无 限 递增 , 因此 ro 是 个 极 小 点 , 于 是 右 端 用 7 = ro 代入 , 我 们 有 
na Wen < Che 3 

由 此 显然 得 出 (5). 

(b) 如 果 (5) 被 满足 , 则 Wicn| 一 0, 从 而 由 展开 式 (4) 定义 的 函数 f 为 整 . 由 
(5) 得 到 |cn| < ern-"/?， 将 其 代入 ee r > 0 便 得 到 


Mi(n) < lol+ DF = laol +t DE (©) 


记 知 的 指数 (将 m” 换 成 z) 为 = TIn2cr—3 i 它 的 导数 只 在 z = zo = (2cr)?/e 
时 有 w'(z) = 0, 而 当 z 一 0 和 z 一 co 时 函数 2(z) 分 别 地 趋向 于 0 和 -co. 因此 wp 
在 正 半 轴 的 最 大 值 等 于 w(zo) = zo/p = C2r?, 其 中 C2 = (2c)?/e. 将 这 些 值 代入 (6) 
的 寡 的 指数 中 , 我 们 只 是 加 强 了 不 等 式 为 


OO 
1 
Ms(7) < |col i eC2zr” 》， 二 二 |col 二 ecar . 


n=1 
再 令 Ci = |co| + 1, 我 们 便 得 到 了 所 需 的 估 值 : 对 于 所 有 > > 0, 有 My(r) < Cieczr . 
口 
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例 . 所 证 明 的 定理 让 我 们 可 以 构造 出 具 任 意 阶 p (0 < p < ceo) 的 整 函数 : 只 要 
在 (4) 中 选 cv. = n-"™P 即 可 (这 时 Yicn| 一 0, 因而 广 为 整 函数 ). 根据 同一 个 定理 ， 
泰勒 系数 cs = e-” 时 函数 为 零 阶 , 而 当 cn = (inm-” 时 为 无 穷 阶 . # 


在 给 出 了 阶 之 后 , 型 的 概念 则 更 加 细致 地 刻画 了 函数 的 增长 特性 . 


定义 2， 称 p 阶 整 函数 f 的 型 不 超过 co (typ f < c) 是 说 , 如 果 存 在 常数 C, 使 
得 对 于 所 有 的 > > 0 有 


Mr(7) < Da 


称 这 样 的 数 o 的 下 确 界 为 函数 f 的 型 : 

typ = inf{o : Mr(r) < Ce”"™}. (7) 
如 果 没 有 这 样 的 数 则 说 f 是 极 大 (或 无 穷 ) 型 的 ; 如 果 typ f = 0 则 说 它 是 极 小 (或 
零 ) 型 的 ; 当 0 < typ f < co 是 则 说 是 中 间 型 的 . 

p (0 < p< oo) 阶 的 整 晒 数 f 的 型 可 用 公式 
一 一 In My(r) 
Wp (8) 
进行 计算 , 其 证 明 同 于 定理 1 的 证 明 . 我 们 不 再 在 这 里 关注 用 它 的 泰勒 级 数 的 系数 
来 进行 计算 的 问题 了 . 


例 . 画 数 cosoz 为 1 阶 o 型 ; 函数 sin Vz/Vz (验证 其 为 整 男 数 !0) 为 1/2 阶 1 
型 . # 


习题 ， 证 明 泰 勒 系数 为 cv = (aa)"”? 的 函数 为 p 阶 极 大 型 整 函数 , 泰勒 系数 
为 om = (于)”? 的 函数 是 p 阶 极 小 型 , 而 系数 cs = (er?/n)"/? 是 p 阶 o 型 . # 


nlnn 


整 函 数 的 阶 的 概念 第 一 次 出 现在 1883 年 庞 加 菜 的 工作 中 : 他 称 晒 数 f 为 型 
的 是 说 , 如 果 当 r 一 oo 时 In Mri(r) = O(rk+1). 我 们 上 面 用 的 定义 是 E. 博 雷 尔 在 
1897 年 给 出 的 @. 


48. 增长 性 与 零点 . 阿达 马 定理 


可 以 举 出 没有 零点 的 任意 快速 增 大 的 整 函数 的 例子 (e*,e* 等 等 ). 男 一 方面 , 存 
在 许多 命题 , 它们 指出 , 如 果 不 恒 等 于 零 的 整 函 数 不 得 不 常常 取 零 的 话 , 它 的 值 就 会 
极 强 地 增长 . 换 句 话说 , 可 通过 整 函数 的 阶 得 到 零点 个 数 的 上 界 估 值 . 在 这 里 我 们 将 
给 出 几 个 这 样 的 估 值 . 


@E. Borel (1871 一 1956) 法 国 数学 家 , 在 二 战 时 参加 了 对 法 西 斯 的 抵抗 运动 . 
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定理 1 ( 延 森 不 等 式 @). 如 果 f 为 整 函数 使 得 |f(0)| = 1@ 并 记 ny(7) 为 它 在 
圆 盘 {|z| < rr} 中 的 算 上 重 数 的 零点 的 个 数 ， 又 Ms(r7) 二 InaX|z|=r |F(z)|， 于 是 


[ Ya < ln My(7). (1) 


证 明 . 记 和 n= ny(7), 以 a1,… ,an 表示 f 在 圆 盘 {|z| < 7} 中 的 零点 , 并 且 它 
们 的 顺序 是 按 模 的 不 降 排 列 的 (每 个 点 按 它 的 重 数 重复 排列 ). 我 们 要 消去 这 些 零 点 
而 又 不 改变 f 在 圆 {|z| = >} 上 的 模 , 为 此 我 们 对 f 除 以 分 式 线性 函数 只 才 苇 ,= 
1 … ,n 的 积 , 它们 分 别 在 z = ax 等 于 0, 而 在 圆 上 的 模 为 1. 根据 最 大 模 原 理 , 对 于 
所 有 圆 盘 {|z| < >} 中 的 点 z 得 到 

f(z) 
IT Sn 
在 此 令 z = 0, 我 们 得 到 不 等 式 TI < Mj(7); 可 将 它 重 写 为 
Q2 了 WE gn 
al laz|l Jani|l lanl® 


对 此 不 等 式 取 对 数 , 我 们 可 以 将 左 端 写 为 积分 形式 : 
| 二 … 十 (人 一 1)jn 一 


< Mi(7). 


2 
Q3 


< My(7). 


r 
十 nln 
lan| 


2 此 sl 2dt lan| (nC— 1)dt 7 nat 
一 i 太 十 is 十 aa 
lai| laz| + [amal t lan| # 


本 下 m0) 
0 t 
(我 们 知道 , 在 区 间 (lak|,|ak+il) 中 ny(t) = 入 而 在 区 间 (0, |ail) 中 ny) = 0. 这 便 导 
出 了 (1)). 5 口 


推论 1.。 如 果 f 为 整 函 数 , 其 满足 |f(0)| = 1, 则 在 定理 1 的 记号 下 对 所 有 r， 


有 
mrflr) < ln My(er). (2) 


证 明 . 根据 延 森 不 等 式 有 


/ (0), < ln My(er); 
0 t 
J. Jensen (1859 一 1925) 瑞典 数学 家 (应 是 丹麦 数学 家 一 一 译注 ); 不 等 式 (1) 是 他 在 1899 年 

由 亚 纯 函数 的 下 面 的 关系 式 推出 来 的 : 
inlj(o)| = 过 到 太 In|f(rei?)ldyp — 2 i mT 


et ph 


其 中 取 和 覆盖 了 函数 / 在 圆 盘 {|z| < "} Sa ak 和 极点 bi, 而 点 z = 0 既 非 零点 也 非 
极点 . 

@ 这 个 假定 并 未 妨碍 一 般 性 ,这 是 因为 可 以 替代 在 点 =0 有 m 重 零点 的 整 函数 f 而 考虑 函数 
人 俩 Ai 品 柯 , 它 也 是 整 的 , 并 具有 与 / 有 同样 的 阶 以 及 异 于 = = 0 的 零点 
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因为 ny(t) > 0, 故 这 里 的 左 端 在 积分 区 间 从 (0， 变 到 (", er) 时 不 增 , 而 
[ Ma 之 nn 四 人 — = nf(7), 
这 是 由 于 不 降 函 数 ny 在 te (rer) 有 ny(t) > 口 
推论 2， 如果 f (f(0) = 1) 为 阶 不 高 于 p, 0 < p < oo 的 整 函数 , 则 它 在 圆 盘 
{|z| <r} 中 零点 的 个 数 没有 rp 增加 得 快 : 存在 常数 C, 使 得 对 于 所 有 的 >0 有 
Rr Oe: (3) 
证 明 . 由 (2), 对 于 所 有 7 > 0 我 们 有 my(r) < in My(e7), 但 是 , 根据 阶 的 定义 ， 
可 以 找到 常数 C2 使 得 My(r) < ec (由 于 我 们 有 f(0) = 1 故 可 取 常 数 Ci = 1, 人 参 
看 47 小 节 定 理 1 的 证 明 ). 由 此 , ln My(er) < Cz(er)?, 并 将 此 代入 第 一 个 不 等 式 便 
得 到 (3), 其 中 常数 C = Cze?. 口 
推论 1 和 2 表达 了 在 上 面 提 到 的 整 函 数 的 性 质 : 如 果 对 这 样 的 函数 其 零点 数 


ns(7) 快速 增多 , 则 它 的 最 大 模 My(r) 也 快速 增 大 . 以 下 的 定理 估计 了 整 函 数 的 零点 
模 的 倒数 经 由 它 的 增长 阶 构成 的 级 数 的 收敛 速度 : 


定理 2 (阿达 马 @). 如 果 f (f(0) 六 0) 为 有 限 阶 p 的 整 函 数 , {an} 为 它 的 零点 ， 


则 级 数 
ES 全 
2 lanlote (9) 


对 于 任意 的 & > 0 收敛 . 


证 明 . 不 失 一 般 性 , 假定 f(0) = 1. 正 项 级 数 的 收敛 性 不 依赖 于 级 数 项 的 次 序 ， 
因此 也 可 能 发 散 的 级 数 (4) 可 以 表示 为 以 下 形式 : 
> |an Ei (5) 


) br - ph 
an on ,< 


其 中 右 端 第 一 个 取 和 获 盖 了 f 在 贺 盘 U = {|z| < 1} 中 所 有 的 零点 , 而 第 二 个 取 和 
覆盖 了 在 圆 环 A = {2* < |z| < 2*+1} 中 所 有 的 零点 ; 其 中 一 些 和 也 可 能 缺 项 . 因为 
第 一 个 和 有 界 , 而 在 圆 环 Ak 中 每 一 个 零点 的 模 > 2*, 而 它 的 数目 < ny(2*+1!1), 故 由 
(5) 得 到 估 值 
ns(2*+1) 

> he |an pre < < Co 1) om J 
但 是 对 于 阶 为 p 的 函数 , 根据 (3), 有 ny(2*+1) < C2(k+D0o, 因此 右 端的 级 数 被 由 项 
为 C2(+Dp /2k(pte) = C22/12ke 的 级 数 所 控制 , 它 是 具 公 比 1/2* < 1 的 几何 级 数 , 因 
此 收 化 . 所 以 级 数 (4) 对 于 任意 的 es> 0 收敛. 口 


@J. S. Hadamard (1865 一 1963), 法 国 数学 家 ; 这 个 和 下 一 个 定理 是 他 在 1893 年 证 明 的 (形式 略 
有 不 同 , 因为 那 时 还 没有 清晰 的 阶 的 概念 ). 
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这 个 定理 对 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 分 解 有 重要 的 应 用 . 在 第 46 小 节 中 已 经 证 明 , 在 整 
盟 数 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 分 解 


f(z2) = zmegtz) II 0 一 三 )。 人 (6) 
中 的 整数 pn 可 以 选取 使 得 级 数 
co 总 pn 二 1 
= 0 
在 任意 圆 盘 {|z| < R} 上 绝对 且 一 致 收敛 . 定理 2 可 以 让 我 们 对 有 限 阶 的 函数 具体 
实现 这 个 断言 . 
推论 .对 于 p < oo 阶 的 整 函数 , 在 它 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 分 解 (6) 的 多 项 式 
i i 
(ee SS 
的 次 数 可 选 成 p 的 整数 部 分 : 对 于 任意 n 为 pn = [pl. 
证 明 . pn = [p] 的 级 数 (7) 在 任意 圆 盘 {|z| < R} 中 由 级 数 


es 1 
> 可 IT+i 
控制 , 由 于 总 有 [p] + 1 > p, 故 根 据 定 理 2 它 收敛 . 口 

下 一 个 定理 具体 实现 分 解 (6) 中 的 9 的 选取 . 

定理 3 (阿达 马 )， 在 有 限 阶 p 的 整 函数 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 分 解 (6) 中 的 函数 g 
是 个 次 数 不 高 于 [p] 的 多 项 式 . 

证 明 . 不 失 一 般 性 , 设 f(0) = 1 且 零 点 按 模 不 降 排序 . 固定 尺 > 0 并 以 N= 
N(R) 记 自 然 数 使 得 对 于 所 有 n < N 有 |an| < R 和 |an+1| > R. 然后 , 在 乘积 (6) 
中 分 成 在 圆 盘 {|z| < R} 内 有 零点 的 因 式 : 

N 
II (1- 二 ) -ev (9) 


n=1 


和 剩 下 的 部 分 
| @ _ 三 ) ePn(z) 


人 及 一 用 十 1 上 


使 得 f(z) = QN(z)fn(z). 按照 定理 2 的 推论 可 假定 , 所 有 多 项 式 PP 的 次 数 等 于 [p]. 
在 圆 盘 {|z| < R} 中 函数 fy 关 0, 故 根据 单 值 性 定理 可 在 这 里 分 离 出 全 纯 分 文 
9N(z) 一 In fn(z) 


= g(z)+ Dr F p34 {a (4 = 三 ) 二 十 gj 


我 们 应 该 证 明 9 是 次 数 不 高 于 [p] 的 多 项 式 , 也 就 是 说 , 这 个 函数 在 点 z = 0 的 泰勒 
展开 式 的 系数 ck 当 上 大 > [p] 时 等 于 0. (10) 中 的 级 数 根据 在 第 46 小 节 所 证 , 在 任意 


(10) 
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的 圆 盘 上 一 致 收敛 , 又 根据 第 23 小 节 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 它 可 以 逐 项 微分 , 从 而 当 
k > [p] 时 我 们 有 
oO) -©) 1 二 1 
ck(N) = -之 
(我 们 已 知 deg P, = [pj, 以 及 In (1 攻 去 ) 的 展开 式 中 zk 的 系数 等 于 二 ). 按照 
定理 2, 由 x 组 成 的 级 数 在 k > [p] 时 收敛 , 因此 , 当 N 一 oo 时 右 端的 和 趋向 于 
0. 但 是 系数 ck 不 依赖 于 N, 所 以 要 证 明 当 大 > [p] 时 ck = 0, 只 要 证 明 当 N 一 co 
时 对 于 固定 的 大 有 cr(N) 一 0 就 可 以 了 . 
为 此 需要 利用 f 增长 性 的 界 , 这 基于 条 件 ord f = p. 我 们 注意 到 , 当 |z| = 2R 
且 n< N 时 , 我 们 有 |1 - 志 | > fei > 1, 于 是 根据 (9), 在 圆 {|z| = 2R} 上 我 们 有 
IQnN(z)| > 1, 这 意味 着 在 这 里 有 
f(z) 


lin(2)| = | 吉林 | < MsC2R). 


根据 最 大 模 原理 , 对 于 |z| < 2R 成 立 不 等 式 |fn(z)| < Mj(27), 而 在 圆 盘 {|z| < R} 
中 所 定义 的 函数 gy = ln fy 有 Regn(z) < In My(2R). 根据 函数 的 阶 的 定义 由 此 得 
到 , 当 |z|< RR 时 


Regn(z) 入 In Ca + C2(2R)?, (11) 


其 中 Cl 和 Cs 为 常数 . 

这 里 我 们 有 必要 利用 类 似 于 对 泰勒 展开 式 系 数 的 柯 西 不 等 式 , 把 在 那里 的 函数 
模 的 极 大 值 换 作 所 涉及 的 它 的 实 部 的 极 大 值 : 

cx(N)| < FB ma Re{gn(z) — gn(0)}. 
这 个 不 等 式 的 证 明 放 到 了 后 面 (参看 附录 的 第 2 小 节 中 (公式 (14)). 考虑 到 (11), 以 
及 gn(0) = ln fn(0) = 0, 故我 们 得 出 
ck(N)| < Er {in C1 + C2(2R)?}. 

当 玉 一 oo 我 们 从 而 有 N = N(R) 一 oo, 因此 对 于 所 有 的 上 > p, 当 六 一 co 时 有 
ck(N)— 0. 口 

阿达 马 定理 包含 了 有 限 阶 的 整 函 数 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 分 解 的 重要 信息 . 特别 是 它 
们 中 的 第 二 个 估 值 : 在 分 解 式 (6) 的 整 函 数 9 的 分 支 没有 有 效 的 定义 (只 证 明了 它 
的 存在 性 ), 而 对 于 有 限 阶 的 函数 , 由 于 这 个 定理 , 代替 9 的 泰勒 级 数 的 无 穷 多 个 未 
知 的 系数 , 我 们 只 有 不 超过 被 分 解 阻 数 的 阶 的 有 限 个 系数 . 


例 . 因为 整 函 数 旦 z 的 阶 等 于 1, 故 所 有 的 多 项 式 P, 和 取 数 9 为 线性 , 因此 
它 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 分 解 有 形式 


Do 
sz ots TT (三 )evem， 
人 
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从 而 我 们 只 要 再 找 两 个 常数 a 和 b 即 可 . 将 z 趋向 于 零 , 我 们 得 到 b = 0, 而 利用 函 
数 旦 z 的 偶 性 质 , 并 替换 z 为 -z, 从 而 得 到 a = 0. 因此 , 我 们 重新 找到 了 已 知 的 分 
解 (参看 46 小 节 的 公式 (9)) 


co ， oo 2 
sinz 一 有 (1 一 一 ) e*/(™n) 一 “由 @ 一 5 
习题 . 证 明 具 非 整数 阶 p < oo 的 整 函 数 有 无 穷 多 个 零点 . ## 


8$16. 涉及 增长 性 的 其 他 定理 


49. 弗 拉 格 门 - 林 德 勒 夫 定理 


如 果 函 数 f 在 区 域 D 上 全 纯 并 在 万 中 连续 , 则 根据 最 大 模 原理 (37 小 节 ), 由 
在 69D 上 |f(z)| < M 得 到 在 整个 区 域 D 成 立 这 个 不 等 式 . 但 是 , 如 果 连 续 性 条 件 在 
8D 至 少 在 一 个 点 上 不 成 立 , 则 这 个 结论 不 再 成 立 . 例如 考虑 圆 盘 D = {7? 十 y? < x} 
以 及 在 其 上 全 纯 的 函数 f(z) = ez:; 它 在 万 \ {0} 连续 , 并 在 98D \ {0} 上 它 的 模 处 
处 为 |lez| = esztz = e, 但 是 在 D 的 内 部 这 个 函数 取 任 意 大 的 值 . 然而 如 果 附 加 一 
些 条 件 的 话 结论 还 是 可 以 保留 的 , 而 这 个 条 件 是 说 , 当 通 近 边 界 上 的 例外 点 时 也 数 f 
不 要 增长 得 太 快 ， 称 这 一 类 的 命题 为 弗 拉 格 门 - 林 德 勒 夫 原理 并 在 分 析 中 有 重要 的 
应 用 ; 我 们 将 对 一 些 类 型 的 区 域 对 它 进行 准确 地 阐述 和 证 明 . 
先 考 虑 角 ; 不 失 一 般 性 假定 它 的 顶点 放 在 点 z = 0, 并 且 相 对 于 z 轴 对 称 , 即 有 
形式 
Sa = {zeEC:largzl < 二 } (1) 


中 | 和 


图 83 


(图 83). 


我 们 假定 边界 95。 的 例外 点 为 无 穷 远 点 , 并 且 我 们 约定 当 副 近 它 时 以 所 谓 的 角 
阶 p 与 角 型 o 来 刻画 函数 的 增长 : 如 果 在 圆 六 = {lz| = 7,z € Sa} 上 取 Mjy(7) = 
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max|f(z)|, 则 


TFT 


(2) 
7 一 OO ln 7 T—*00 rp 
定理 1 ( 弗 拉 格 门 , 林 德 勒 夫 @). 设 函 数 f 在 角 5。 中 全 纯 , 并 可 连续 地 延 拓 到 
它 的 边界 95。 的 有 限 点 上 , 且 在 这 些 点 上 处 处 有 |f(z)| < M. 如 果 这 个 函数 的 角 阶 
p < a, 则 在 整个 S 有 |f(z)| < M. 


证 明 ， 我 们 选择 数 e > 0 和 p', p < p' < a 并 考虑 函数 f(z) = f(z)e-<z” ,其 

中 分 支 e-*z” 由 条 件 |argz| < 于 给 出 . 如 果 令 z = rei?, 则 

Ife(z)| = |f(z)le-e" orp'y, 
因此 , 在 Su 的 边 上 有 |fe(z)| < M, 其 中 w= 土生 和 |p'y| = 到 < 系 , 而 根据 角 阶 的 
定义 , 对 于 所 有 的 7, 在 弧 y, 上 有 

| 产 (z)| < Ciecam -er ony. 
因为 在 这 段 弧 上 有 cosp'yp > cos 到 > 0 和 p < p', 故 对 于 任意 的 。 > 0, 右 端 在 
r ~ co 时 趋向 于 0, 这 意味 着 , 对 于 充分 大 的 r, 在 它 上 面 有 | 万 (z)| < M. 对 由 85。 
和 这 样 的 弧 为 边界 的 扇形 应 用 最 大 模 原理 , 我 们 得 到 在 任 一 点 ze S。 有 |f.(z)| < M. 
因为 e > 0 任意 , 故 当 e 趋向 0 时 , 我 们 得 到 对 任意 点 ze Sc 有 |j(z)| < M. 口 


注 . 角 张 得 越 小 ( 即 a 越 大 ) 对 于 较 大 增长 性 的 晒 数 而 言 就 越 能 保持 最 大 模 原 
理 . 又 , 在 定理 中 增长 性 的 估 值 p < a 是 精确 的 : 当 p = a 最 大 模 原理 不 再 为 真 . 这 
由 在 Su 中 全 纯 的 函数 f(z) = ez ”的 例子 可 清楚 看 出 (考虑 满足 |argz| < 到 的 分 
支 ); 在 9S- 上 我 们 有 |j(z)ler “eo? lp= 天 = 1 而 了 在 S。 上 无 界 . 


但 是 还 是 可 以 将 这 个 定理 做 得 更 精细 : 如 果 考 虑 到 角 型 , 那么 对 于 角 阶 为 a 的 
函数 也 可 保持 最 大 模 原理 . 


定理 2. 设 函数 f 在 角 Sa 中 全 纯 ， 它 的 角 阶 等 于 a， 而 其 角 型 为 gc 如果 
f 还 可 连续 地 延 拓 到 95。 的 有 限 点 ,并 在 这 里 处 处 有 |f(z)| < M, 则 对 于 所 有 点 
z 二 rei? ES。 有 


六 一 


(f(z)| < Me” ow. (3) 


证 明 ， 固定 > 0 并 考虑 晒 数 f.(z) = flz)e-(c-s)z ,其 中 za 的 分 支 是 由 条 件 
|argz| < 亚 给 出 . 在 角 的 边 上 有 |fe(z)| < M (参看 前 一 个 定理 的 证 明 ), 而 在 实 轴 上 
有 |fe(z)| < Ce” (ete)z”, 其 中 o' >o 而 C 为 某 个 常数 . 选取 or < zc+e, 我 们 便 
得 到 f。 在 实 轴 上 有 界 ; 设 |fe(7)| < Me. 将 定理 1 应 用 于 下 面 的 每 一 个 角 : 

Ss’ = {0<argz<”7/(2a)} 和 5S” = {—7/(2a) < argz < 0} 
(由 于 S‘ 和 5S* 的 张 角 二 倍 地 小 于 Sa 的 张 角 , 故 可 应 用 此 定理 ), 我 们 得 到 |fe(z)| 
(在 5” 和 5S“ 中 每 一 个 , 从 而 在 5S。 中) 不 超过 max(M, Me). 因此 , fe 在 5。 有 界 ， 


@L. E. Phragmén 和 E. L. Lindel5f, 瑞典 数学 家 ; 这 个 定理 是 他 们 在 1908 年 证 明 的 . 
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而 因为 在 95。 上 |fe(z)| < M, 故 同样 根据 定理 1, 在 S$。 上 处 处 有 |fe(z)| < M. 于 
是 , |f(z)| < Mlelo+e)* | = Meleter cosav. 将 < 趋向 0, 从 而 得 到 (3). 口 


推论 1。 如 果 在 定理 2 的 条 件 中 角 型 极 小 (go = 0), 则 对 于 所 有 z Ee Su 有 
f(z2)| < M. 


证 明 . 它 由 在 (3) 中 令 oc = 0 得 到 . 口 


推论 2。 如 果 阶 为 p = 1 而 型 不 超过 co 的 整 函数 f 在 实 轴 上 有 界 : 设 在 这 里 
|f(a)| < M, 则 对 任意 点 z= 二 zf 十 iy EC 有 
|f(z)| < Me (4) 


证 明 . 如 果 z = rei? 属于 右 半 平面 , 则 g(z) = f(iz) 满足 定理 2 的 条 件 , 其 中 
a 一 1, 因此 
IfGz)| < Me (-7x/2< 9 <T/2). 


在 这 里 将 z 替换 -iz (从 而 yp 替换 yp - r/2), 我 们 便 得 到 , 在 上 半 平 面 有 |f(z)| < 
Mecrsiny 一 Mecy. 相似 地 , 在 下 半 平 面 有 |f(z)| < Me-%. 口 


推论 3。 如 果 f 为 阶 小 于 1, 或 者 阶 为 1 但 型 为 极 小 的 整 函数 , 则 由 f 在 任 一 
直线 上 有 界 推 出 f 三 常数 . 


证 明 . 函数 f 在 被 这 条 直线 分 割 的 两 个 半 平 面 的 每 一 个 上 有 界 : 如 果 阶 p < 1， 
则 根据 定理 1 得 到 , 而 如 果 p = 1 且 o = 0, 则 根据 推论 1 得 到 . 因此 , f 在 C 上 有 
界 , 于 是 由 刘 维 尔 定理 f 为 常数 . 口 


有 趣 的 是 , 正弦 函数 在 实 轴 上 的 有 界 性 可 以 被 说 成 是 达到 了 极限 ; 倘若 整 函 数 
sinz 的 阶 小 于 1, 或 等 于 1 而 其 型 又 是 极 小 (这 次 不 为 常数 ), 则 这 个 函数 已 经 不 可 
能 在 任 一 条 直线 上 有 界 了 ! 

在 定理 1 和 2 的 证 明 中 函数 ez” 起 了 基本 的 作用 , 这 个 函数 在 角 Sa 的 边 上 有 
界 , 而 在 其 内 部 无 界 . 这 个 性 质保 证 了 映射 z 一 za 将 Sa 映 到 右 半 平 面 (函数 ez 在 
右 半 平 面 边 界 上 有 界 ).， 所 做 的 这 个 注解 让 我 们 可 以 将 弗 拉 格 门 - 林 德 勒 夫 原 理 推广 
到 任意 具有 逐 段 光滑 边界 的 单 连通 区 域 D 上 . 

因为 对 于 我 们 , 函数 的 增长 性 只 是 在 逼近 特定 点 bo e 9D 的 情形 才 重 要 , 所 以 
只 要 构造 出 一 个 函数 p，p(6o) = co, 它 共 形 地 将 区 域 D 的 靠近 G 的 部 分 映射 到 鹿 
形 fjargz| < r/(2(1 + es))} 的 靠近 右 半 平面 (e > 0) 的 无 穷 部 分 , 而 D 的 剩余 部 分 
则 变换 到 有 限 区 域 . 这 时 e” 作为 变量 wp 的 一 阶 函数 就 在 区 域 p(D) 的 所 有 有 限 边 
界 点 上 有 界 . 对 它 应 用 定理 1, 其 中 p = 1, a = 1+e, 而 该 区 域 在 无 穷 远 点 的 一 个 邻 
域 中 等 同 于 5。, 于 是 我 们 便 得 到 了 下 面 形式 的 弗 拉 格 门 - 林 德 勒 夫 原 理 : 


定理 3， 设 函数 f 在 区 域 DD 中 全 纯 , 而 边界 8D 逐 段 光滑 , 且 该 函数 在 万 除 
点 Co € 8D 外 处 处 连续 , 且 在 这 个 点 的 邻 域 中 有 |f(z)| < eRe?(*), 其 中 yp 为 上 面 所 
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构造 的 那个 共 形 映射 于 是 , 如 果 对 于 所 有 ze 89D\ {bo} 有 |jf(z)j| 和 RM, 则 对 于 所 
有 zeD,|f(z)|< M. 


举例 来 说 , 对 于 半 带 形 Ta = {Rez > 0, |Imz| < a} 可 以 取 p(z) = erz/(2a )， 其 
中 a' > a. 我 们 得 到 , 如 果 f 在 Tu 上 全 纯 , 并 在 边界 的 有 限 点 上 连续 , 且 在 所 有 这 
些 点 上 |f(z)| < M， 除 此 而 外 , 对 于 所 有 z > zo 和 |y| < a,|f(z +ivy)| < Ee 
则 在 Tu 处 处 有 |f(z)| < M. 又 , 半 带 形 越 窄 对 于 高 增长 性 的 函数 越 能 保持 极 大 值 
原理 . 


50. 科 捷 利 尼 科 夫 纪 定 理 
为 了 解释 上 面 所 展开 的 理论 , 我 们 考虑 在 构建 频率 滤 子 的 实际 应 用 中 发 现 的 问 
题 . 我 们 记得 , 用 伟 里 叶 积 分 表示 的 函数 /具有 形式 
1 iwT 
f0)= 记 | () 
其 中 F 被 称 为 谱 函 数 , 这 是 周期 函数 以 傅 里 叶 级 数 表示 的 连续 类 比 ， 这 个 表示 与 整 
函数 间 的 关联 可 表达 为 
定理 1。 如 果 函 数 有 只 在 区 间 (-co,c) C 到 上 异 于 零 , 并 且 属 于 类 L?( 一 oa,o)， 
即 在 此 区 间 平 方 可 积 , 则 它 的 传 里 叶 变换 
1 了 wz 
fa= - 记 人 ed (2) 
- 是 个 阶 p <1, 且 当 p 二 1 时 型 不 大 于 o 的 整 函数 ， 


证 明 . /在 整个 平面 的 全 纯 性 来 自 积 分 号 内 的 可 微 性 (或 换 句 话说 , 来自 21 小 
节 的 莫 雷 拉 定理 ). 根据 布 尼 亚 可 夫 斯 基 - 施 瓦 效 不 等 式 


sos 起 (f or) (f ed) Aj, 


其 中 4 为 某 个 常数 (我 们 利用 了 f € L2(-o,o))， 当 y > 0 时 , 右 端 的 根 号 等 于 
erv V(1 一 e-40v)](2y), 并 且 ecy 后 的 因子 在 半 轴 y > 0 上 有 界 . 当 y < 0 时 , 这 个 根 
号 等 于 e-y 及 因子 V(L 二 ezey)/( 二 2y), 也 在 半 轴 y < 0 上 有 界 . 因此 可 以 找到 常数 
C 使 得 对 于 所 有 z e C 有 |f(z)| < Ceclal, 而 这 便 意 味 着 ordf < 1, 而 当 ordf = 1 
时 了 的 型 不 大 于 o. 口 


注 . 从 (3) 可 以 看 出 , 当 y 一 0, 在 上 面 定 理 的 条 件 中 函数 f 在 实 轴 上 有 界 . # 


现在 我 们 转 而 注意 一 个 插值 问题 . 设 已 给 出 一 个 收敛 于 无 穷 远 点 的 点 序列 
{an} C C, 以 及 一 个 任意 的 复数 序列 {bn}; 要 求 找到 一 个 整 函 数 使 得 对 所 有 的 ”= 
1,2,..… 有 f(an) = bn. 

我 们 首先 导出 这 个 问题 的 一 个 形式 解 ; 为 简单 起 见 假 定 所 有 的 点 an 互 不 相同 . 


QB. A. Korenrsaxkos (1908 一 ), 著名 苏联 学 者 , 苏联 科学 院 副 院 长 . 


* 204 ， 第 五 章 解析 方法 


根据 第 46 小 节 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 存在 多 项 式 PP, 使 得 无 穷 乘积 


De 


v2) = (1- 主 ) (4) 


人 一 】 


收敛 . 这 是 个 在 所 有 点 a 上 具有 一 阶 零点 的 整 函 数 ， 所 以 对 于 固定 的 n， 函 数 
Fa (也 是 整 晃 数 ) 当 ZZ Qn 时 趋向 于 1 而 在 其 他 点 dm, (m = n) 等 于 
0. 于 是 级 数 


Co 


__ wz 
加 人 2 Ee 2'(an)(z 一 an) (5) 


就 给 出 了 所 提问 题 的 解 , 当然 要 这 个 级 数 在 C 的 任意 紧 集 上 一 致 收敛 才 行 . 


习题 。 证明 如 果 an = n6, 其 中 6 > 0, 以 及 |bn| < c/n'ts, 其 中 c 和 均 为 正 
的 常数 , 则 级 数 (5) 对 于 所 有 的 z 收敛 于 一 个 整 函数 . # 


这 个 问题 的 解 不 是 唯一 的 : 与 fo 一 起 我 们 还 有 解 f = fo + hy, 其 中 h 为 任意 
整 函数 (在 所 有 点 an 分 支 p = 0). 容易 看 出 , 这 样 可 以 推导 出 问题 的 任意 解 f: 差 
f 一 fo 在 所 有 点 an 上 至 少 为 一 阶 零点 , 从 而 分 式 (f - ja)/p = 是 个 整 函 数 . 

可 以 以 稍 许 不 同 的 方式 提出 这 种 分 解 问题 . 在 这 个 提 法 中 , 给 出 插值 节点 , 并 解 
释 函 数 被 在 这 些 节点 的 值 一 一 决定 的 条 件 . 


定理 2 ( 科 捷 利 尼 科 夫 )， 设 a > 0 为 一 固定 的 数 ， 并 设 给 出 插值 节点 a 一 
nn/o (n = 0 Els:) 则 阶 为 l, 型 为 T < 0， 并 在 实 轴 上 有 界 的 整 函 数 f, 可 以 唯一 
地 由 它 在 这 些 插 值 节点 的 值 根据 公式 

el sing(z— an) 
f(z) = 2 (6) 
重新 构造 . 


先 不 去 证 明 此 定理 ; 我 们 注意 到 , 按照 所 给 节点 an = nr/o 构造 出 的 函数 (4) 具 
有 形式 
»(z2)=z IT (1 = 一 ecz/(ns) 一 no 
(参看 第 46 小 节 公 式 (9))， 因 为 pg'(an) = cosnr = (-1)"* 和 且 sino(z -an) = 
(一 1)? sin oz, 则 
Pp(z) a singz _ sino(z— an) 
wo'(an)(z 一 an) ol-l)"(z—an) az 一 an) 
因而 级 数 (6) 是 一 般 插值 公式 (5) 在 所 安排 的 节点 下 的 一 个 特殊 情形 . 剩 下 要 证 明 
的 是 这 个 级 数 到 函数 f (假定 存在 ) 的 收敛 性 , 以 及 由 在 节点 上 的 值 重 构 函 数 的 唯 
在 证 明 中 我 们 需要 正弦 函数 的 一 个 性 质 . 
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引 理 ， 正 孩 函数 在 园 加 = {|z| = (n 十 3) 7} 上 异 于 零 ， 更 准确 地 ,存在 常数 
m > 0 使 得 对 于 z= 二 工 十 iy € ”Yn (n =0,1,2,…) 有 


| sin z| > melyl. (7) 


证 明 . 根据 一 个 与 第 14 小 节 的 (4) 类 比 的 公式 ， 我 们 有 |sinz| = 
Vsin2z 十 sinh2y， 而 因为 这 是 y 的 偶 函 数 , 故 只 要 对 于 y > 0 去 证 明 即 可 . 我 们 
选取 数 yo, 0 < yo < r/4, 并 注意 到 当 y > yo 时 我 们 有 |sin z| > #(eY ~ ew) > miey,， 
其 中 ml > 0 是 某 个 常数 . 当 0 < y < yo 时 , 在 整个 圆 上 有 |sinz| > |sinz| > c, 其 
中 c > 0 是 某 个 常数 ( 当 y < yo 时 , z 在 Yn 的 值 与 土 (n 十 雪 )7 只 有 小 的 差别 , 而 
在 这 些 点 的 正弦 值 等 于 土 1). 因此 可 以 假定 在 这 里 有 |sinz| > m2zew > m2ey, 其 中 
m2 > 0 为 某 个 常数 . 选取 mm = min(mi,m。) 便 得 到 (7). 口 

现在 来 进行 定理 2 的 证 明 . 

证 阴 . 

(a) 收敛 性 . 固定 一 个 N 并 考虑 = {|z|= (N+E)r/c 以 及 

et i 


元 -wsinoc56 一 2 


根据 柯 西 留 数 定理 , 对 于 yw 内 部 的 任意 点 z 我 们 有 


f(z) flan) | 
二 + 2, ICcosaan Qn 


(8) 


Sin OZ 一 


Z —1})"*f(an 
其 中 的 和 取 遍 ?yw 内 部 的 所 有 节点 . 另外 , 因为 函数 f 满足 上 一 小 节 推 论 2 的 条 件 
(将 其 中 的 型 o 换 为 7), 则 在 yv 上 ， 
|f (0))| Me"™lim dl 2 herrvisinil (10) 
其 中 rw = (N+ 二 ) 7/o 为 yn 的 半径 , t = arg¢, 且 M 为 某 个 常数 . 根据 引 理 , 在 这 
个 圆 上 


|sin cc| > rnecrwlsintl. (11) 


对 于 任 一 点 z EC 我 们 选取 N 使 得 rw > 2|z|; 于 是 对 于 CE yn 有 |6-z|>rn/2 
及 |di| = rwdt. 利用 不 等 式 (10) 和 (11) 对 (8) 的 积分 进行 估 值 . 我 们 得 到 


/2 
[IFN{(z)| < sf/ e—(o—T)rn|sintlgt = = e—(o—7)rn sint gt 


(我 们 利用 了 |sint| 的 对 称 性 ). 由 正弦 函数 在 区 间 (0, 2r) 的 凸 性 我 们 有 sint < 2t/7， 
因此 


4M 1T/2 _2ry(o-r) 2M A 
IFn(z)| < “7/ e ps (一 有 (12) 


206 . 第 五 章 解析 方法 


当 一 co 时 趋向 于 0. 于 是 由 (9) 在 N 一 ce 时 的 极限 得 到 
~ f(an)(—1)"sinoz 
f(z) = 六 oz-a) 
而 因为 (--1)" sinoz = sino(z 一 an), 这 与 (6) 相等 . 

(b) 唯一 性 . 设 除了 f 外 还 存在 阶 为 1 且 型 不 大 于 r 的 整 函 数 g, 它 在 所 有 点 
an 取 值 f(a,). 于 是 根据 以 上 所 证 可 以 找到 整 函 数 h 使 得 对 所 有 z 有 f(z) 一 g(z) = 
h(z) sin cz， 对 于 固定 的 z 我 们 选取 圆 yw 使 得 它 的 半径 rw = (+ar/e > 2|z|， 
并 且 将 柯 西 积 分 公式 写成 

人 
2n7iJy» sino6 6 一 Zz 

晒 数 f 一 g 满足 于 第 49 小 节 推 论 2 的 条 件 , 因此 对 于 h 可 以 完全 重复 在 (a) 中 
对 Fw 进行 的 并 导出 (12) 的 估 值 . 但 现在 函数 h 不 依赖 于 N, 故而 由 对 N 一 co 时 
的 这 个 极限 的 估 值 , 我 们 得 到 h = 0, 即 f = g. 口 


我 们 简短 地 关注 一 下 定理 2 的 释义 . 在 无 线 电 和 电话 技术 中 对 于 信号 的 传播 利 
用 了 脉冲 调制 方法 , 该 方法 在 于 不 是 传送 了 这 个 信号 的 所 有 的 值 , 而 仅仅 是 在 确定 的 
时 刻 > = n6 发 送 , 其 中 6 > 0 是 固定 的 间隔 (在 这 一 节 的 后 面 总 将 变量 z 解释 为 时 
间 ). 自然 产生 的 问题 是 : 终端 的 接收 器 能 够 根据 这 些 值 一 一 地 恢复 所 要 传送 的 信和 号 
吗 ? 由 上 面 对 于 插值 问题 的 讨论 清楚 表明 , 在 一 般 情 形 下 这 不 可 能 做 到 , 即便 f 是 
整 函数 也 不 行 . 

但 是 在 实用 中 , 传送 的 信号 通过 了 滤 子 以 截 去 它 的 频谱 的 高 频 部 分 . 除 此 以 外 ， 
实际 值 一 般 地 只 有 有 界 的 频带 : 因为 人 类 的 听力 能 够 分 辨 到 15 替 效 , 而 在 恢复 语音 
上 频带 在 4 ~ 5 赫兹 就 足够 了 . 因此 , 对 于 以 实用 为 目的 , 可 以 只 考虑 具有 有 界 的 频 
谱 带 就 可 以 了 , 譬如 说 , 假定 频谱 属于 区 间 (-c,c), 其 中 o > 0 为 一 固定 数 . 

信号 f 按 频 率 w 在 连续 谱 的 展开 可 以 在 数学 上 用 傅 里 叶 积分 (1) 来 表达 , 而 定理 
1 断言 , 如 果 频 谱 严格 地 属于 区 间 (-c,c), 则 信号 f 是 阶 为 1 且 型 r < o, 并 在 实 轴 上 
有 界 的 整 函 数 . 根据 定理 2, 这 样 的 信和 号 可 以 按照 它 在 时 刻 z = nx/o (n = 0, 土 1,…) 
的 值 被 一 一 地 恢复 . 另外 , 在 时 刻 a 附加 的 脉冲 可 用 5- 函数 5(z 一 a) 表示 . 它 的 傅 里 
叶 积 分 具有 形式 


nn 三 一 O00 


1 wa 
6(z 一 a) 一 却 |/ ess—a)dw 


而 如 果 将 频带 限制 在 区 间 (-c,c) 中 , 则 有 
sinc(zZ — a) 


1 iw(T—a 
yn Bn 
这 是 在 准确 到 表示 脉冲 强度 的 一 个 因子 下 的 公式 (6) 的 项 . 
按照 这 些 信号 在 离散 时 间 间 隔 an +nn/o 的 值 可 一 一 地 恢复 具有 频谱 在 带 (一 o， 
co) 的 信号 这 个 事实 , 在 通讯 传输 的 理论 和 实践 中 具有 基本 的 意义 . 这 个 事实 , 以 及 所 
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给 传送 信号 恢复 原 信 号 的 公式 (6) 是 由 科 捷 利 尼 科 夫 在 1933 年 发 现 的 @. 


$17. 渐 近 估 值 


在 这 里 我 们 要 考虑 对 于 依赖 于 参数 的 积分 在 参数 取 大 的 值 时 得 到 对 它 的 近似 表 
达 式 的 最 简单 的 方法 . 这 些 方法 在 实际 应 用 中 非常 重要 . 


51. 渐 近 展开 


我 们 先 描述 欧 拉 在 1754 年 为 了 计算 积分 


7 四 = 全 (1) 


他 原来 所 使 用 的 方法 . 这 个 积分 不 能 以 初等 的 方法 计算 , 而 欧 拉 将 = 二 展开 为 几何 
级 数 > ”2 (一 1)"- 生 tr, 尽管 这 个 几何 级 数 只 在 区 间 (一 |z|, |z|) 内 一 致 收敛 , 然而 它 仍 
在 整 条 半 轴 (0, oo) 上 对 它 它 进 行 逐 项 积分 : 
LD @) 
(在 中 间 部 分 的 那个 积分 对 于 整数 n>0 容易 用 分 部 积分 算出 | 回想 一 下 , 也 可 用 
Fn +1l) = nl; 参看 第 27 小 节 ). 
当然 , 这 个 无 效 的 并 违反 分 析 准 则 的 方法 不 可 能 不 出 问题 : 在 (2) 的 右 端 对 任意 
的 z 是 发 散 的 . 然而 欧 拉 的 方法 还 是 有 意义 的 . 事实 上 , 在 这 个 积分 值 与 级 数 (2) 的 
部 分 和 的 差 
\、( 一 1 kl! _ CY en 
f(z) 一 3 pe :/ 。 人 上 dt = 下 
而 因为 当 Re z > 和 t+ 上 > 0, 我 们 有 |z 十 t| 之 |z|， {Rez > 0} 的 
Z 成 立 估 值 


n—1l1 
1 一 2 Zkt+1 < jz 0 Ee Y= fpr 


对 于 任意 固定 的 n 及 较 大 的 |z|, 这 个 差 与 部 分 和 的 项 相 比 是 个 高 阶 小 量 (后 者 
的 阶 为 吉 -). 因此 , 级 数 (2) 的 部 分 和 尽管 发 散 , 却 很 好 地 在 半 平面 {Rez > 0} 上 ， 
对 大 的 |z| 逼近 了 这 个 积分 . 这 是 被 称 作 渐 近 展开 的 第 一 个 例子 . 
定义 ， 设 M c c 为 位 于 无 穷 远 处 的 极限 点 的 集合 , f 为 定义 在 M 上 的 一 个 复 
函数 . 称 有 可 能 是 发 散 的 级 数 学 2 名 为 函数 7 在 集合 M 上 的 渐 近 展开 并 记 为 
f(z)~ 之， (3) 
nal 


@ 应 指出 , 科 捷 利 尼 科 夫 没有 使 用 整 函 数 的 理论 , 而 是 从 物理 的 考虑 构造 了 公式 (6). 另 一 方面 ， 
对 于 整 函 数 的 插值 问题 在 数学 中 早 有 研究 , 但 却 没 有 与 实际 应 用 相 联系 . 
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是 说 , 如 果 对 于 任意 整数 n>0 有 


lim z" (各 - 辫 和 | = 一 0. (4) 
z€EM k=0 
这 个 定义 的 意义 在 于 , 在 任意 固定 的 n 下 , 该 级 数 的 部 分 和 在 M 上 当 > 一 oo 
时 逼近 f, 其 误差 与 部 分 和 的 项 相 比 是 个 高 阶 的 小 量 . 
定理 . 如 果 函 数 f 在 集合 M 上 存在 渐 近 展开 , 则 它 的 系数 唯一 地 由 以 下 公式 
确定 : 
co = lim f(z), 
cl = limz{f(z)— co}, 


n—l 
cn 一 lim 2z” {0 一 志和 


k= 二 0 


(5) 


pss. sss» " 


其 中 极限 是 在 z 一 00, z EM 下 取 的 . 
证 明 . 公式 (5) 直接 由 (4) 得 到 . 口 


反之 则 显然 不 成 立 : 渐 近 展开 并 不 确定 函数 . ( 璧 如 , 函数 e- 及 f(z) =0 在 正 
半 轴 都 有 统一 的 渐 近 展开 : 所 有 系数 都 为 0). 

容易 证 明 , 渐 近 展开 可 逐 项 相 加 和 相 乘 : 如 果 f(z) ~ 交 2 0 扫 和 g(z) ~ 并 0 轨 ， 
则 
Cm 二 二 


f(z) + g(z) ~ ~ 


f(z)g(z) ~ a tt 


n=0 


设 在 M 上 g(z) 关 0; 如果 f(z)/g(z) 在 M 有 渐 近 展开 0 雏 , 作为 (3) 的 推广 我 
们 有 


f(z) ~ g(z) D2 (6) 
7 一 0 


例 . 在 概率 论 中 可 遇 到 积分 轩 
Erfz= -一 ed 


-| 
为 了 得 到 它 的 渐 近 展开 可 利用 分 部 积分 : 


2 12 __1 和 (下 = 去 -三 z2_t2 化 
“=--3/ ia( 27 2/:" 把 


I 
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并 重复 这 个 步骤 , 我 们 得 到 


OO 
re 1 _11.3.….(2m 一 3) ， 
. ee n+ 
3...(2n—1) fse er 一 
(-1)" 7 一 下 dt. 


不 难看 出 , 最 后 一 项 的 阶 不 高 于 去， 从 而 得 到 了 所 需 的 在 正 半 z 轴 上 的 渐 近 展开 


Erf 人 
VT 27 2273 2375 2477 


我 们 注意 到 , 有 时 还 可 以 在 更 广 的 意义 下 理解 渐 近 展开 : 将 z 的 负 寡 换 成 函数 
系 pn(z), 当 按 照 M 使 z 一 co 趋向 于 零 时 , 对 于 所 有 n 有 wn+i = o(pn), 且 记 为 


f(z)~ 》， cnpn(2), (7) 


这 意思 是 说 ,如果 当 z 一 00, z # M 时 对 所 有 的 n 有 f(z) -5x_ickpk(z) = 
o(pn(z)). 
例 . 对 于 零 阶 贝 塞 尔 函 数 的 微分 方程 
y+iy +y=0 (8) 
在 经 过 替换 y = ww/Vz 后 变 为 形式 


vw ‘+4=—zu. 


假设 右 端 为 已 知 , 我 们 则 应 用 微分 方程 教程 中 的 柯 西 公式 得 到 


wacos(z -a -3 sin(z —) a, 


其 中 a 和 a 为 任意 常数 . 由 此 公式 显 见 , 当 z 一 co 时 函数 久保 持 有 界 (事实 上 , 如 
果 M(z) = maxe(zowz) lu 则 M(z) < lal +#M(z) 去 , 由 此 有 M(z) < 亚 sh)， 因 
此 可 取 T0 一 Do 


uf(T) 一 Qcos(T 一 Ca) 十 地 sin(z 一 Dd. (9) 


因为 u(z) 有 界 故 公式 (9) 中 的 积分 当 z 一 ce 时 趋向 于 0, 那么 令 v(z) = acos(z 一 
Q) + ui(z), 便 得 知 wi (x) = o(1), 而 对 于 wl A 
Wi(2) = A af sin(z — t) cos(t — 号 + [ sin(Z — t)—— 时 —-—dt. (10) 
替换 
sin(z —t)cos(t — a) = 2sin(z — Q) + sin(z — 2t + o)), 


我 们 便 可 分 离 出 一 个 初等 的 积分 , 并 注意 到 其 他 的 两 个 积分 具有 阶 o(1/z) ; 因此 ， 
ui(z) = 元 sin(z — a) + ua(z)， 
其 中 waz(z) = o(1/z). 将 此 代入 (10), 我 们 得 到 类 似 的 


ta2(Z) = cos(z — Qa) + o(1/z’), 


9a 
”32z2 
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而 这 个 步骤 可 任意 地 继续 下 去 , 以 得 到 更 准确 的 近似 . 
返回 变量 y = w/Vz, 我 们 便 得 到 贝 塞 尔 方程 (8) 的 解 的 渐 近 展开 : 
~ 在 {1- 32 32 . 52 . 72 
2 _K2 
人 (11) 
当 a = v2/r 和 a = rr/4 时 , 我 们 特别 得 到 方程 (8) 的 称 为 贝 塞 尔 函 数 0(z) 的 标 
准 解 的 渐 近 展开 . 


52. 拉 普 拉 斯 方法 中 
这 个 方法 涉及 的 是 实 变量 的 旺 数 ， 它 给 出 了 对 形 如 
F(A) = p(t)e* (ta (1) 


的 积分 在 参数 和 较 大 时 的 渐 近 估 值 , 这 里 的 区 间 [a, 6] C 及 . 这 个 方法 的 想法 很 简单 : 
如 果 函 数 f 在 区 间 [ob 中 一 个 点 如 达到 其 绝对 极 大 , 则 对 大 的 入 值 , 这 个 极 大 值 
变 得 更 加 陡峭 . 因此 在 大 的 和, 点 to 的 邻 域 给 出 了 积分 值 的 基本 贡献 , 而 区 间 的 其 他 
部 分 积分 是 非 实质 的 2 

这 个 方法 的 基础 是 下 面 的 引 理 , 其 中 的 函数 f 有 特殊 形式 f(t) = 一 t?, 而 极 大 
值 在 积分 区 间 的 端点 t= 0 达到 . 


引 理 ， 设 
F(A) = / p(t)e—* at, (2) 

其 中 0<a<oo, a>0, 函数 wp 在 某 个 区 闻 {|t| < 26} 上 由 收敛 知 级 数 
MD (3) 

表示 , 并 且 该 积分 在 某 个 入 = 和 0 绝对 收 化 于 是 在 正 半 轴 成 立 渐 近 展 开 
FO) ~ > cr (到 和- 对 2， (4) 


其 中 T(z) = /ee-ttr-1dt 为 欧 拉 的 工 函 数 . 
证 明 ， 对 于 入 > Xo, 当 入 一 +oo 我 们 有 
/ ple ee / Ip(t)le ~ dt =O(e *); 
6 6 
这 意味 着 , 这 个 积分 部 分 对 于 渐 近 展开 是 非 本 质 的 . 
在 计算 区 间 (0,5) 上 的 积分 时 可 以 利用 级 数 (3) 的 一 致 收敛 性 , 从 而 
人 p(t)e—* dt = ee I T- 二 -le-rdr 十 o (法 ) (5) 
WE 0 


@OP. S. Laplace (1749 一 1827), 法 国 数学 家 . 
@ 这 些 考 虑 解释 了 欧 拉 的 无 效 方法 的 成 功 之 处 , 这 在 上 一 节 已 谈 过 . 
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(在 积分 中 我 们 进行 了 变量 替换 , 即 令 Xta = 7). 然而 , 对 于 任意 的 jy > 0 和 固定 的 
8 > 0, 有 


/ the-tdt = e+ | (FT 十 /2e-rdr 
0 


上 , n 
<er {/ (2u)3e— "adr +/ (27)se-rar 
0 vp 


<e*(Aux +B)=o (e$) 


(我 们 又 一 次 作 蔡 换 t = j 十 7, 然后 两 边 积分 : 从 0 到 co 积分 , 故而 4 和 B 不 依赖 
于 py). 因此 在 具 估 值 精度 的 (5) 中 可 以 以 半 轴 (0, co) 替换 积分 区 间 (0, A6°), 从 而 右 
端的 积分 等 于 工 ( 持 ! ). 

将 我 们 所 有 观察 到 的 结合 起 来 , 便 得 到 所 要 的 结果 : 当 入 一 +oo 有 

F(A) = 上 ep 人 (te 和 dt = 3 (于 ) 和 Carn 3 

转 到 积分 (1) 的 估 值 的 一 般 情形 , 但 补充 地 假定 满足 以 下 的 条 件 : 

1°. 积分 (1) 在 某 个 入 = 和 0o 绝对 收敛 ; 

2°. 函数 f 在 点 to e [a, 达到 极 大 , 并 且 存 在 h > 0 使 得 在 这 个 极 值 点 的 某 个 
邻 域 外 , 即 在 集合 {te€ [a,9j:|t 一 to| > 56} 中 有 f(to) 一 f(t) >h; 

3°. 在 邻 域 {|t 一 to| < 6} 中 , 函数 f 和 yp 可 以 用 以 to 为 中 心 的 一 致 收敛 的 泰勒 
级 数 表 示 . 

我 们 首先 指出 , 根据 本 小 节 开 始 所 表达 的 总 体 的 想法 ,函数 f 和 y 在 极 值 点 的 
邻 域外 的 性 态 并 不 影响 到 积分 的 渐 近 展开 . 设 to > a+ 65; 为 书写 简便 , 记 f(to) = fo， 
对 于 入 > 和 0 我 们 得 到 


to—6 
a 


to 一 6 
/ pe*ofe-—X0)(fo—f) gd 
全 


< e—Mfoe—(A—Xo)" Ta lelexotdt 
(我 们 用 到 了 条 件 2°), 而 由 条 件 1° 右 端的 积分 存在 , 故 
ak ye \fo-f)dt = o(e—-**). (6) 


如 果 to <b 一 6, 则 在 区 间 (to 十 6,5) 上 的 积分 具有 相同 的 阶 . 
我 们 将 按照 两 个 不 同情 形 进 行进 一 步 的 估 值 , 且 只 限于 它们 中 的 最 简单 情形 . 
情形 I. 极 大 值 点 to 在 积分 区 间 内 部 , 并 在 它 上 有 f”(to) 关 0. 这 时 了 在 如 的 
邻 域 中 的 泰勒 展开 式 (根据 条 件 3° 存在) 具有 形式 


f(t) = fo = cz(t — to)*+:…, m= < 
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注意 到 在 如 的 某 个 邻 域 中 fo 一 f(t) > 0, 我 们 可 令 fo 一 了 = 7?, 由 此 有 
T=(t—to)V-cz — ca(t—t0)—:…= 》 an(t — to)", (7) 
代 一 】 


RN 


因为 我 们 有 ai 关 0, 故 这 个 级 数 可 局 部 求 逆 (例如 按照 第 35 小 节 的 比尔 曼 - 拉 格 朗 
日 公式 ), 于 是 我 们 得 到 r 的 寡 次 的 寡 级 数 , 它 是 函数 (7) 的 反 肾 数 t = ti(7); 显然 ， 
t(0) = 如 , 而 t(0) = 1l/aa = V-2/f"(to). 

被 估 值 的 积分 (1) 


F(A) = expa / p(t)e—*fo-f()) gt, 
根据 关系 (6) 以 及 对 区 间 (to + 6,b) 计算 渐 近 展开 的 类 比 , 可 以 被 限制 在 任意 小 的 邻 
域 to 一 6 如 +5) 上 . 在 此 邻 域 中 我 们 施行 变量 替换 fo 一 f(t) = 7?, 于 是 得 到 
F(A) ~ e* 全 potr) -Wear, (8) 

其 中 tr) 为 (7) 的 反 酉 数 , 而 和 57 为 小 的 正 数 , 它们 可 以 令 其 等 于 5 而 并 不 改 
变 渐 近 展开 . 设 

Wr) = pot(7) .tr) = Dr m = olto)1/ -Tri (9) 
(我 们 再 次 利用 条 件 3°); 于 是 替代 (8) 可 写成 

F(N) ~ e*fo 人 d(T)e-*"™ dr = ex 加 上 y(n) + yw(—T)]e-*" dr. 

还 要 应 用 引 理 , 其 中 需 令 a = 2, cn = 2azn, 从 而 证 明了 


定理 1. 如 果 条 件 1° ~ 3° 得 到 满足 , 同时 f 在 点 to € (a,b), 达到 极 大 , 并 且 
f(to) < 0, 则 成 立 渐 近 展开 


[ p(t)e*f(t) qt ~ esf to) > Qa2nT (n 十 3) A-(n+#), (10) 
n=0 
其 系数 由 级 数 (9) 定义 . 
注 . 从 分 析 知 道 ， 


3)=/ 气 d=2 人 e-r dr SY, 


而 系数 ao 如 上 所 计算 . 因此 展 式 的 首 项 具 形 式 


和 Af (to) 
了 Plier plto)/ -FE <A- (11) 


我 们 还 注意 到 , 由 工 函数 的 性 质 有 


r (n+ = (n-3) (n-3)…ir (2) = Cn Yr # 
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例 . 对 于 了 工 郴 数 的 斯 特 林 (Stirling) 渐 近 公式 . 我 们 有 
Ee i _ A+l i _ \A+l 本 一 X(t 一 In tj) 
rT(A+1) re “drz=A . te 一 入 [ e dt 


(我 们 在 其 中 令 z = Xt). 这 里 y(t) = 1, f(t) = Int 一 4, 它 在 点 to = 1 达到 极 大 值 并 
且 f(to) = 一 1. 应 用 定理 1, 并 根据 (11) 有 


入 
T(A+1) ~ V27A\ (2) ; (12) 
如 果 愿 意 对 震级 数 算得 稍稍 多 一 点 , 可 以 求 出 oa = V2/6, 从 而 得 到 下 面 的 渐 近 项 : 
F(A 十 1) ~ V27\ 2) @ 十 去 ) # (13) 


原则 上 说 , 定理 1 给 出 了 全 部 的 渐 近 展开 . 
情形 II. 极 大 值 点 to 与 积分 区 间 的 端点 相同 , 并 在 其 上 f'(to) 关 0. 设 如 =ai 
我 们 令 f(a) - f(t) =7 并 替代 (7) 我 们 有 了 


T= -c(t—a)— c(t—a)’—..., c= f(a)#0, (14) 
由 此 求 出 级 数 的 反 函 数 t(7). 如 果 令 


T ot(r) .万 ( ~ _ (9) 
V(r) = pot(7) .#7) = Dur", bo = —Fr(ay’ (15) 


于 是 根据 在 情形 I 中 同样 的 考虑 , 有 
6 
~ eXf(a) —Ar a 
A [ W(rje-xrdr 


我 们 再 次 到 达 了 上 面 的 引 理 . 这 次 在 其 中 的 a = 1, 即 表明 TT( 革 :) = Fn 十 1) = mL 
这 便 证 明了 


定理 2. 如 果 条 件 1° ~ 3。 得 到 满足 , 且 函 数 矿 在 积分 区 间 的 端点 a 达到 极 大 
值 , 并 且 f'(a) 关 0, 则 成 立 渐 近 展开 


| 
J p(t)es tat ~ exf(o) 到 生生， (16) 


其 系数 由 级 数 (15) 定义 . 渐 近 的 首 项 有 形式 


A p(t)es(d at i Pe (17) 

我 们 最 后 注意 到 , 拉 普 拉 斯 方法 可 以 应 用 在 以 下 情形 , 即 在 极 大 值 的 点 所 有 阶 

数 小 于 m 的 f 的 导数 为 零 , 而 fm)(to) 承 0， 在 这 里 又 一 次 在 引 理 中 引进 替换 

f(to) 一 f(t) = rT"™, 并 在 其 中 令 a = m. 在 mm > 2 情形 所 增加 的 只 是 些 技术 性 的 困难 
黑 了 . 
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53. 鞍点 法 
这 个 方法 是 拉 普 拉 斯 方法 的 复 变形 , 并 在 大 的 正 参 数值 》 下 给 出 形 如 
F(X) = J/ pz)es (sdz, (1) 


的 积分 的 渐 近 展开 , 其 中 的 积分 道路 7 在 函数 f 与 p 的 全 纯 域 中 . 
根据 柯 西 定理 , 道路 Y 可 在 全 纯 域 中 同 伦 形变 : 可 以 利用 这 个 性 质 以 最 好 的 方 
式 选取 道路 . 被 积 函数 的 带 参数 因子 的 模 为 
|eAf(z)| = exRe 7(z)， (2) 


为 了 在 较 大 的 入 达到 较 大 的 近似 精度 , 作为 7 应 选取 那样 的 曲线 , 使 得 在 其 上 Re f 
具有 最 速 升 的 极 大 值 , 即 Re f 极速 地 变化 . 

在 f 的 非 临 界 点 Ref 的 极速 变化 的 方向 垂直 于 曲线 Re f = 常数 , 因此 与 Im f 
的 水 平 线 的 方向 相同 . 对 于 临界 点 , 即 导数 f' 的 零点 , 也 同样 成 立 . 事实 上 , 不 失 一 
般 性 , 可 设 临 界 点 为 z = 0, 并 在 其 邻 域 中 有 f(z) = z™ 十 o(z™"), 其 中 m > 2 为 整数 
(通过 对 z 的 线性 变换 可 做 到 此 ). 

令 z = rei?, 我 们 得 到 Re f = rmcosmyp + o(7r™), 由 此 看 
出 , 临界 水 平 线 Re f = 0 局 部 由 m 条 在 点 zo = 0 切 于 在 其 
上 满足 cos my = 0 的 直线 的 光滑 曲线 构成 . 这 些 曲 线 将 zo 的 
邻 域 分 割 成 2m 个 扇形 , Rey 在 它们 上 交错 地 取 正 和 负 值 ( 参 
看 图 84, 它 描绘 出 在 临界 点 邻 域 中 的 曲面 uw = Ref, 这 里 的 
m = 3; 这 个 曲面 被 称 作 不 正常 鞍 面 (Monkey saddle, 它 具 有 三 
个 钙 陷 , 两 条 腿 , 一 条 尾巴 )). Re f 的 速 变 方向 给 出 了 这 些 户 形 
的 平分 线 , 它们 由 方程 sin my = 0 定义 , 与 水 平 线 Imf =0 的 
方向 重合 (图 84 的 虚线 ). 

幸亏 情况 偶合 , 选取 水 平 曲 线 In f = 常数 作为 7 实质 上 XS 
简化 了 积分 (1) 的 渐 近 估计 . 事实 上 , 在 这 样 的 选取 下 ,因子 
eixtmy 为 常量 , 从 而 可 将 它 拿 出 积分 号 外 : a 


Fs) = eiMm f(z) ofz)jeARe f(z)dz. 
如 果 z = z(t), te [a,b] 是 x 的 方程 , 则 问题 化 成 了 积分 
. poz(t): z'(t)esRefozt) ge, (3) 


的 渐 近 估 值 , 于 是 可 以 按照 拉 普 拉 斯 方法 来 做 它 ( 故 , 在 e*xf 下 , 因子 为 复 ,并 没有 
妨碍 这 个 方法 的 可 用 性 ). 

依照 拉 普 拉 斯 方法 , 需要 选取 这 样 的 水 平 曲线 Im f = 常数 作为 7, 在 它 上 面 
Re f 有 极 大 值 . Re f 在 7 上 的 极 大 值 点 应 该 满足 等 式 各 Re fo z(t) |w= 0, 而 因为 
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全 (Im fj oz(b)) = 0, 故 在 极 大 值 点 有 


Sf ozt) l= f(z0)z(to) = 0 (4) 
如 果 z(to) 关 0 (我 们 将 其 作为 假设 ), 则 f'(z0) = 0, 即 Ref 在 曲线 Imf = 常数 上 的 
极 大 值 点 与 /的 临界 点 重合 . 


因此 , 我 们 现在 可 以 叙述 作为 积分 (1) 的 渐 近 估 值 而 选取 闭 道路 7 应 遵循 的 如 
下 规律 : 闭 道路 应 该 通过 函数 f 的 临界 点 , 并 在 每 个 这 样 的 点 zo 的 邻 域 中 沿 水 平 曲 
线段 Im = 常数 的 方向 行进 , 而 在 此 曲线 上 Rey 在 zo 有 极 大 值 . 每 一 个 临界 点 zo 
对 积分 的 渐 近 展开 均 有 所 贡献 , 而 基本 的 贡献 , 显然 属于 它们 中 那些 使 Re f 具有 最 
大 值 的 点 (如 果 那 种 点 有 几 个 , 则 取 它 们 每 一 个 ). 

我 们 详细 考虑 m = 2 时 临界 点 zo 的 情形 . 这 样 


的 点 是 曲面 u = Ref 的 鞍点 , 就 是 它 导致 了 这 个 方 
法 的 命名 @. 在 这 里 曲线 Im f = 常数 由 两 个 分 支 组 i 全 
成 , 其 中 一 个 上 有 Re f 取 极 大 值 的 点 zo, 而 在 另 一 


个 分 支 上 它 有 极 小 值 , 故 7 的 方向 选取 使 它 成 为 唯一 


| 
| 
确定 的 : 这 是 一 条 有 较 点 的 最 速 降 曲线 (图 85). 记 二 一 
所 选 定 的 方向 为 ei9. 
我 们 由 这 个 点 来 计算 在 积分 (1) 的 渐 近 展开 中 主 
要 项 的 贡献 . 根据 上 一 小 节 的 公式 (11), 并 在 其 中 按 图 85 


照 (3) 需 替换 p(t) 为 poz(t).z'(t), f(t) 为 Re foz(t)， 


我 们 于 是 得 到 
R pm eXRe f(zo) (5) 
po(zo)z (to)t/ pr pr 


因为 在 y 上 Im j = 常数 , 故 沿 着 它 有 中 Ref oz 人 = 央 f oz(t) = f"(z)(z'(t))?++ 
f(z)z"(t), 而 在 临界 点 f'(zo) = 0, 因此 
FRef oz 人 lo= -If"(zo)lle (tO), 
这 是 因为 这 个 数 应 该 是 实 的 和 负 的 . 除 此 而 外 , 我 们 有 z'(to) = |z(tojlete, 故而 表达 
式 (5) 有 形式 
DT es^Ref(zo) 


i0 
?lo)e TP vA 
回忆 起 公式 (2), 我 们 便 得 到 最 终 的 结果 : 
定理 . 如 果 在 函数 f 的 临界 点 中 , Ref 在 鞍点 zo(f"(zo) 关 0) 达到 最 大 值 , 则 


Q@ 在 该 点 的 邻 域 中 , 曲面 v = Ref 具有 (通常 ) 马鞍 的 形状 , 有 时 便 称 这 个 方法 为 鞍点 法 . 有 时 
这 个 方法 (以 及 它 的 不 太 大 的 改动 形式 ) 也 被 称 做 平稳 相 方法 (这 个 命名 表示 的 概念 是 出 于 很 早 以 
前 复数 变量 被 称 做 相 的 缘故 ). 
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积分 (1) 的 渐 近 展开 的 主要 项 由 公式 


iAf(z) 1, ~ i0 . ,Af (zo0) [27 
| ve dz ~ 2(zoje € 1\ Af"(z0)) (6) 


给 出 , 其 中 ei 是 具 鞍 点 的 最 速 降 方向 . 


例 . nn 阶 的 贝 塞 尔 函 数 由 积分 
二 二: / e¥(:-t) (7) 
:| 三 1 


271 | zt+1 


定义 . 在 这 里 , f(z) = (z 一 :) 而 临界 点 为 十 ;Rey 的 水 平 
线 在 这 些 点 相同 (等 于 0), 因此 应 该 两 者 都 算 . 线 Ref = 0 
的 临界 水 平 线 由 圆 {|z| = 1} 和 虚 轴 构成 , 而 最 速 降 方向 在 点 
z 二 i 为 6= 一 ,在 点 -i 为 9= (图 86). 根据 公式 (6) 我 
们 得 到 


1 /e333 Xi /27 ee _Xi /27 
xx 击 ( 持 。 pt 


-二 em(- 呈 -下 


(在 n= 0 时 可 与 第 51 小 节 的 公式 (11) 相 比 较 ). 


习题 


1. (阿达 马 的 三 圆 盘 定 理 ). 证 明 , 如 果 f 在 {ri < |z| < rz} 全 纯 , 且 My(r) 王 maxlzl=r |f(z)) 
则 In Mry(r) 是 p = Inr 的 凸 函数 , 即 对 于 任意 7 & (Tr1,72) 成 立 


In My(r) < 到 PL in My(r2) + FF In My(n), 


pa2 一 Pl pa 一 pl 
其 中 p; = lnri, i = 1,2. [提示 : 选取 a 使 得 re Mr(ri) = r8Mr(ra), 并 对 具 单 值 模 的 多 值 函 数 
zf(z) 应 用 最 大 模 原 理 .] 

2. 设 f 为 整 函数 , a e (0, 1) 固定 的 数 . 证 明 , lim .oo。 C7 当 /为 超越 函数 时 等 于 0, 而 
当 f 为 n 次 多 项 式 时 等 于 oa". 

3. 设 + 和 r' 为 不 同时 在 通过 点 z = 0 的 一 条 直线 上 的 两 个 点 . 证 明 级 数 证 十 并 ,er\to) 
{5 一 十} 在 第 45 小 节 的 意义 下 在 整个 平面 上 收敛 于 亚 纯 函数 ,其 中 T= {二 mr 十 nr : 
m,n 为 整数 }( 它 是 椭 加 函数, 称 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 7- 函 数 ). 

4. 证 明 无 穷 乘 积 [> (1 十 z2") 在 |z| < 1 时 收敛 于 (1 一 z)”. 

5. 找 出 在 圆 盘 {|z| < 1} 全 纯 并 以 点 1 一 上, n = 1,2,.… 且 只 以 它们 为 零点 的 全 纯 函 数 . 

6. 设 入 关 0 为 复数 , 且 p(z) 关 0 为 多 项 式 . 证 明 整 函数 e** 一 p(z) 有 无 穷 多 个 零点 . [提示 : 
设 若 相反 , exz 一 p(z) 三 e**+15@(z), 其 中 @ 为 多 项 式 ; 那么 当 a = 和 此 恒等式 不 可 能 成 立 .] 

7. 证 明 方程 sin z = z 具有 无 穷 多 个 根 . 

8. 利用 48 小 节 的 阿达 马 定理 解 第 四 章 的 习题 21. 
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9. 设 给 出 了 任意 收敛 于 无 穷 远 点 的 点 序列 an € C. 证 明 , 对 于 任意 数 的 序列 pb。e C 可 以 找 
到 整 师 数 f 使 得 对 于 所 有 n= 1,2,:…- 有 f(an) = bn. 

10. 设 DD 为 C 中 区 域 , 晶 它 的 点 序列 an 在 D 内 部 没有 极限 点 . 证 明 对 于 任意 复数 序列 bn 
以 及 整数 im > 0 可 以 找到 在 D 全 纯 的 函数 f, 使 得 对 于 每 个 mn 函数 f(z) 一 bn 在 点 an 具有 有 rn 
阶 零点 . 

11. 设 郴 数 f 在 右 半 平面 全 纯 且 有 界 . 证 明 , 如 果 当 z 一 coe 时 它 沿 实 轴 趋向 于 零 , 则 当 
z 一 co,|argz| < 7/2 一 6,6 > 0 为 任意 时 有 f(z) 一 0 ( 林 德 勒 夫 定 理 ). 

12. 证 明 , 如 果 函 数 f 在 右 半 平 面 全 纯 且 有 和 界 , 并 且 对 于 n=1,2,… 有 f(n)==0, 则 f=0. 


13. 
人 


(a) 证 明 
[提示 : 做 变量 替换 t = mr 并 进行 分 部 积分 .] 

(b) 证 明 , 当 0 和 ti 入 ma 时 有 0<e--(1- 上 )” < 在 ,并 由 此 推出 , (a) 中 的 积分 当 m 一 oo 
时 在 半 平 面 {Rez > 0} 收敛 于 工 函数 T(z). 


(c) 证 明 
F5 = ~“II (3 


其 中 Y= limn 一 oo (1 十 妾 十 … 十 二 一 Inn) 为 隐 拉 常数 (由 此 得 到 Fj 为 整 函数 , 这 便 是 它 的 
魏 尔 斯 特 拉 斯 展 式 ). 

(d) 证 明 恒 等 式 F(z)T(1 一 z) = /sin rz. 

14. 

(a) 证 明 由 53 小 节 的 公式 (7) 定义 的 贝 塞 尔 函 数 jn (入 ), 对 任意 整数 n 是 整 函 数 . 

(b) 验证 , 当 n = 0 时 这 个 函数 满足 51 小 节 的 方程 (8). 

15. 设 函 数 g 包含 了 zx 轴 的 一 个 区 域 中 全 纯 且 有 界 , 且 g(z) = “ocnz， 为 它 在 原点 邻 域 
中 的 泰勒 展 式 . 证 明 , 在 正 入 半 轴 上 成 立 渐 近 展开 


a ge /2 ~ /Le 1.3.. on. Ll)czn 


n= 二 0 
16. 求 在 和 为 大 的 正 值 时 的 积分 


f(A = 上 eicoat Cos2 td 


的 渐 近 公式 . 
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在 这 里 我 们 要 描述 两 类 与 全 纯 函 数 紧密 相关 的 实 阴 数 . 这 里 所 叙述 的 理论 在 本 
教程 的 第 二 卷 中 要 用 到 |. 


1. 调和 项 数 


定义 ， 称 C2 类 实 函 数 必 在 区 域 D c C 中 的 调和 是 说 , 如 果 它 在 D 中 处 处 满 
足 拉 普 拉 斯 方程 
Ou ou 


B72 十 By = 0. (1) 
称 (1) 左 端的 微分 算 子 为 拉 普 拉 斯 算 子 , 并 记 为 A; 不 难看 出 
DO .0 RE 02 


调和 函数 和 全 纯 函 数 间 的 联系 可 用 以 下 两 个 定理 表达 ， 


定理 1.。 在 区 域 D 中 任意 的 全 纯 函 数 f 的 实 部 和 虚 部 都 是 这 个 区 域 上 的 调和 
函数 . 


证 明 . 我 们 有 
u=Ref = 了 (1+ 用 =Imj = 元 (月 
由 此 得 知 u,v e C2. 另外 , 号 先 = 主妇 就 =0 (由 于 f 的 全 纯 性 我 们 有 辟 = 0, 而 函 
数 名 为 反 全 纯 ), 类 似 地 还 有 姜 东 =0. 口 
定理 2。 对 于 在 区 域 D 上 调和 的 函数 u, 局 部 地 , 在 每 个 点 z0 E DD 的 邻 域 中 可 
以 构造 在 此 令 域 中 全 纯 的 函数 f, 使 得 以 是 它 的 实 部 (或 虚 部 ). 


证 明 . 设 U= {lz 一 zo| <"r} cD; 由 于 (1), 公式 w= 一 名 dz++ 但 yg 是 UV 中 
的 恰当 形式 (参看 第 16 小 节 ), 因此 在 UV 中 对 于 w 的 积分 不 依赖 于 道路 , 从 而 在 U 
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中 可 定义 函数 


” Ou Ou 
v(z) = 人 i Brady (3) 


用 实 分 析 中 的 通常 方法 可 证 明 v 在 U 中 可 微 (在 R? 意义 下 ) 并 且 它 的 偏 导数 分 


别 为 
Ov Ou Du Du 


By Ww 
然而 这 是 晒 数 f = 十 iv 的 复 可 微 条 件 , 其 中 w= Ref. 函数 if = 一 v+iv€ O(U) 
以 为 它 的 虚 部 . . 口 


注 . 如 果 区 域 D 单 连通 , 则 这 个 讨论 证 明了 函数 fj e O 的 存在 性 , 对 此 整体 地 
在 整个 区 域 D 上 有 w= Re f. 对 于 多 连通 区 域 定 理 整体 上 不 成 立 . # 


例 . 在 区 域 D = {0 < |z| < 1} 中 函数 久 = In|z| = 3Inzz 为 调和 哨 数 , uv 仅仅 
与 函数 v = Arg z 一 起 满足 了 条 件 (4), 而 这 个 v 只 局 部 有 定义 , 在 整个 D 上 这 个 函 
数 没 有 定义 ( 它 是 多 值 函 数 !) # 


所 建立 的 这 种 联系 让 我 们 可 以 将 全 纯 函 数 的 一 些 性 质 推广 到 调和 函数 上 . 
1. 无 限 可 微 性 . 在 区 域 D 中 的 任意 调和 函数 u(7z,y) 在 每 一 点 上 具有 所 有 阶 的 
偏 导数 , 而 且 它们 也 是 D 上 的 调和 函数 . 


证 明 ， 根 据 定 理 2 我 们 构建 在 点 z = z++iy 的 邻 域 UV 中 的 全 纯 范 数 f, 其 中 
u = Ref, 并 且 注意 到 有 崔 = Re f'(z), 保 = -Imj(z). 按照 定理 1, 这 些 偏 导数 
在 U 中 调和 . 对 他 们 应 用 已 经 证 明了 的 结果 , 我 们 便 得 到 二 阶 偏 导 数 的 存在 性 与 调 


2. 均值 定理 . 如 果 函 数 v 在 圆 盘 U = {C :|C 一 z| < R} 中 调和 , 则 对 于 任意 
r < RR, vu 在 该 圆 盘 中 心 的 值 等 于 它 在 图 {|C 一 z| =r} 上 的 值 的 平均 值 : 


u(z) 一 二 局 u(z 十 re)dt. (5) 


2 
F(z) = 去/ f(r+re':)at 

中 的 实 部 便 可 得 到 证 明 , 而 这 个 公式 表达 的 是 全 纯 函 数 的 均值 定理 . 

我 们 注意 到 , 在 此 定理 中 代替 在 圆 上 的 均值 可 以 取 对 国 盘 U 的 均值 : 

"2) = zi |, (6) 

其 中 do = rdrdt 为 面积 元 . 对 于 其 证 明 , 只 要 在 (5) 的 两 边 乘 以 > 然后 对 7 取 从 0 
到 RR 的 积分 即 可 . 

3. 唯一 性 定理 . 如 果 在 区 域 DD 中 调和 的 两 个 函数 ul 和 ua 在 集合 忆 C D 上 重 
合 ， 其 中 的 E 至 少 有 一 个 内 点 ， 则 在 了 Wl 三公 m。 
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、 证 了 明 . 记 w= wa 一 wz, 并 考虑 集合 下 = {z € D : wu(z) = 0}. 根据 条 件 , 开 核 
FF 非 空 ; 它 也 为 闭 , 这 是 因为 如 果 ze D 为 FF 的 极限 点 , 则 存在 序列 ze FP, 使 
limn_,oo zn = zo, 而 在 zo 的 邻 域 中 的 全 纯 函数 f = w+iv 是 虚 常 值 的 @, 即 在 这 个 邻 
域 中 w= 0, 从 而 joe F. 因此 F=D， 口 


调和 水 数 的 唯一 性 定理 比 起 对 全 纯 阴 数 的 陈述 要 弱 一 些 : 集合 EE 要求 的 不 是 有 
在 D 中 的 极限 点 而 是 内 点 . 对 它 不 成 立定 理 这 种 的 强 形式 : C 中 的 调和 函数 v = 三 zx 
在 虚 轴 上 为 零 , 但 不 恒 等 于 零 ， 

4. 极 值 原理 . 如 果 在 区 域 D 中 调和 的 函数 从 在 某 个 点 zo E DD 达到 它 的 (局 部 ) 
极 大 或 极 小 , 则 它 在 DD 上 为 常数 . 


证 明 . 考虑 在 zo 的 邻 域 7 中 全 纯 的 函数 f, 其 中 Re f = ww. 如 果 在 zo 达到 
其 极 大 值 , 则 在 UV 中 的 全 纯 函 数 ef 的 模 也 达到 极 大 (|ef| = e*); 因此 f 从 而 以 在 
U 中 为 常数 . 由 唯一 性 定理 在 整个 D 中 为 常数 . 对 于 极 小 值 的 情形 , 只 要 用 一 ~ 
替代 % 就 化 成 为 极 大 值 的 情形 . 口 


5. 刘 维 尔 定理 ,如果 函数 4 在 C 上 调和 , 并 至 少 在 一 边 有 界 , 壁 如 : 对 所 有 的 
zEC 有 w(z) < M, 则 以 三 常数 . 


证 明 . 因为 C 为 单 连通 , 故 存 在 整 函 数 f 使 得 在 C 上 有 = Ref. 按 条 件 函 数 
f 的 所 有 值 位 于 半 平 面 {Re f < M} 中 ; 设 和 为 分 式 线性 映射 , 将 这 个 半 平 面 映射 到 
单位 圆 上 , 于 是 o f 为 有 界 的 整 旺 数 即 为 常数 . 这 表明 f 从 而 w = 常数 . 口 


6. 在 共性 映射 下 的 不 变性 . 如 果 函 数 习 在 区 域 DD 调和 , 并 且 z = z(C) 为 由 D* 
到 DD 上 的 共 形 映射 , 则 复合 映射 uoz(C) 在 D* 调和 . 


证 明 . 考虑 任 一 点 Goe D* 及 其 像 zo = z(C0); 我 们 在 zo 的 一 个 邻 域 中 构建 全 
纯 函 数 f 使 得 w= Ref; 于 是 woz(C) = Re oz(6), 但 因为 函数 foz(C) 在 io 的 邻 
域 中 全 纯 , 故 wo z(¢) 在 此 邻 域 中 调和 . 口 


在 下 一 小 节 中 我 们 将 证 明 中 值 定 理 刻画 了 调和 上 盟 数 , 即 成 立 


定理 3。 如 果 在 区 域 D 中 有 限 的 函数 wu 对 在 每 个 点 z E DD 的 面积 元 局 部 可 积 ， 
并 且 当 记 ro(z) 为 z 到 8D 的 距离 时 , 对 于 所 有 r < ro(z) 它 等 同 于 它 自 己 在 圆 盘 
{C :|C 一 z|<r} 上 的 均值 : 


1 
ua) = 7 ,Oa (7) 
则 它 在 D 中 调和 . 


我 们 现在 要 利用 这 个 定理 去 证 明 一 个 关于 调和 函数 序列 极限 的 一 个 命题 ， 而 在 


@ 在 所 考虑 的 邻 域 U 中 有 点 zn € F, 而 在 它 的 邻 域 V c U 中 有 v = 0; 由 柯 西 - 黎 曼 方程 ,在 V 
上 有 襄 三 免 握 0, 即 v=e= 常数 ; 于 是 在 U 处 处 有 f = ic. 
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我 们 后 面 的 讲述 中 需要 它 . 


定理 4 ( 哈 纳 克 @). 在 区 域 DD 中 的 调和 函数 的 递 降序 列 tk (kk = 1,2,…) 的 极 
限 或 是 个 在 D 中 的 调和 函数 , 或 恒 等 于 一 oo. 


证 明 . 我 们 先 假定 % 在 D 处 处 有 限 ; 由 对 于 调和 函数 wx 的 均值 定理 , 在 任意 
点 z ED, 对 于 所 有 r < ro(z), 其 中 ro(z) 为 z 到 8D 的 距离 , 我 们 有 


ml) = 75 ,a (8) 
由 于 在 (8) 中 的 序列 wk 的 单调 性 , 可 以 取 当 k -， oo 时 的 极限 , 从 而 得 到 


1 
"= 55 / | do, 
并 且 顶 数 w 局 部 对 于 面积 可 积 . 有 定理 3 得 知 函 数 在 D 上 调和 . 
现 设 在 某 个 点 zjo ED 及 = 一 00. 记忆 = {z € D :wu(z) = 一 00}; 由 于 包含 了 
20, 这 个 集合 非 空 . 它 为 下 : 设 z1 € EE, 并 设 从 zi 到 8D 的 距离 等 于 2p; 我 们 有 


一 u(Odo = V(z1) = 一 co， 
TP? J tlc-zil<p/2} 


因此 对 于 任意 的 ze {lz 一 z1| < p/2} 有 


1 
这 是 因为 圆 盘 {|¢ 一 z| < p} 包含 了 圆 盘 {|C 一 z1| < p/2} 的 缘故 ; 因此 , {|z 一 zi| < 
p/2} c E. 完全 同样 地 可 证 明 EE 为 闭 (在 D 的 拓扑 下 ). 因此 五 = D, 即 在 D 上 


好 三 —00. 口 


在 这 小 节 的 最 后 我 们 指出 , 调和 函数 的 概念 可 以 推广 到 任意 多 个 变量 的 实 函 数 . 
设 DD 为 在 mn 维 欧 几 里 得 空间 Rn 中 的 区 域 . 称 C2 类 的 晴 数 4:D 一 RR 在 DD 中 调 
和 是 说 , 如 果 在 每 点 z = (71,… ,zn) EDD 它 满足 拉 普 拉 斯 方程 

Au = E Ou = (9) 


v=] 


对 于 这 样 的 函数 它 仍旧 满足 两 个 变量 的 调和 函数 的 性 质 1 ~ 5. 这 些 性 质 需要 专门 
的 证 明 (由 于 我 们 曾经 给 出 的 证 明基 于 全 纯 函数 ) 然而 我 们 不 打算 转向 它们 . 


2. 狄 利 克 雷 问题 2 


在 分 析 的 许多 问题 中 要 用 到 函数 的 调和 延 拓 问 题 ; 我 们 在 这 里 将 考虑 以 最 简单 
方式 提出 的 这 个 问题 . 
狄 利 克 需 问题 . 设 D CC 是 一 个 具 若 尔 当 边界 9D 的 单 连通 区 域 , 并 在 9D 上 
给 出 了 连续 函数 wu， 要 求 将 wu 延 拓 为 DD 中 的 调和 函数 , 即 构造 一 个 在 九 上 连续 而 
@G. Harnack (1851 一 1888), 德国 数学 家 , 于 1887 年 证 明 此 定理 . 


@P. G. L. Dirichlet (1805 一 1859), 德国 数学 家 ( 书 中 称 其 为 法 国 数学 家 , 但 只 是 由 于 他 出 生地 的 
原因 起 了 一 个 法 国 式 的 名 字 一 一 译注 ). 
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在 万 中 调和 的 函数 , 使 它 在 6D 上 与 所 给 函数 尽 重合 . 

(a) 唯一 性 . 我 们 要 证 明 狄 利克 雷 问题 没有 两 个 不 同 的 解 . 事实 上 , 假设 存在 两 
个 解 ut 和 ws。， 于 是 它们 的 差 v = wi 一 wz 在 D 中 调和 , 在 DD 连续 , 并 在 8D 有 
v 二 0. 如 果 v 在 万 的 极 大 值 或 极 小 值 在 D 中 达到 , 则 由 极 值 原理 , v 在 D 中 为 常 
值 , 而 又 由 连续 性 , 在 D 上 也 为 常 值 ; 因为 在 9D 上 w=0, 故 在 D 上 w=0. 如 果 这 
两 个 极 值 都 在 9D 上 达到 , 则 它们 必 为 0, 于 是 仍 有 在 D 上 w=0. 

(b) 化 到 圆 盘 . 假定 狄 利克 雷 问题 已 在 单位 贺 U = {|z| < 1} 上 有 人 解 , 我 们 要 证 
明 , 这 时 它 对 于 任何 具有 若 尔 当 边界 8D 的 单 连通 区 域 D 都 可 解 . 事实 上 , 由 黎 曼 定 
理 , 存在 共 形 映射 f : D 一 U, 并 根据 边界 对 应 原理 (41 小 节 ) 它 可 连续 地 延 拓 到 DD 
上 . 设 在 9D 上 给 出 了 连续 函数 w; 我 们 在 87 上 给 出 值 v = wo f-! 并 以 v 记 这 些 
值 在 VU 上 的 调和 延 拓 (由 假设 它 存 在 )， 于 是 根据 前 一 小 节 的 性 质 6, 晴 数 以 二 vof 
为 D 上 的 调和 函数 ; 它 在 万 上 连续 而 在 9D 上 等 于 wo f-!1o f=w, 即 是 狄 利克 雷 
问题 在 D 上 的 解 . 

(c) 对 于 圆 盘 U = {|z| < R} 的 解 . 我 们 先进 行 试探 性 的 考虑 . 设 对 于 圆 盘 U 和 
边界 值 “ 的 狄 利克 雷 问题 已 解 . 构造 UV 中 的 全 纯 函 数 f, 使 它 的 实 部 给 出 了 这 个 问 
题 的 解 . 进一步 , 假定 f 可 连续 地 延 拓 到 7@， i \ 式 在 任意 点 zeU 有 


27 
fe 1 i/ 了 Ge) we - ek a (1) 


27r7 aU C — 去 6 一 


(我 们 令 5 = Ret; 于 是 dc = icdt). 我 们 要 变换 (1) 的 右 端 使 它 的 实 部 只 含有 已 知 的 
在 87 上 的 Ref =v 的 值 . 为 此 , 我 们 取 z* = 本 , 它 相 对 于 8U 对 称 于 z, 并 利用 柯 
西 定 理 , 得 到 攻 

ey | 


27 0 5 一 羡 
并 从 (1) 中 减 去 (2). Rs 
(3 5¢6 z _R?— lz 
ER [二 zx 


-tp ， 
ri 


我 们 已 达到 了 所 设 定 的 上 在 此 分 离 出 实 部 , 我 们 便 得 到 了 被 称 做 的 泊 松 
公式 @ 


我 们 则 有 


“= 去 人 OR (3) 
现在 转向 严格 的 解 
如 果 给 出 了 在 6 的 值 , 便 知道 了 泊 松 公式 的 右 端 ; 我 们 要 证 明 按 这 个 公式 
定义 在 U 上 的 函数 u 是 狄 利克 雷 问 题 的 解 


@ 因 为 Ref 是 狄 利克 雷 问 题 的 解 , 从 而 在 本 上 连续 , 故 这 个 假定 涉及 的 是 Im ff 
@S. Poisson (1781 一 1840), 法 国 数学 家 . 
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首先 我 们 注意 到 , 泊 松 OE 


1 R? — |zl|? 本 
27 上 6 一 z|? = 去 Re 6 一 2 = (9 
因此 由 泊 松 积分 定义 的 U 上 的 函数 u 是 函数 
1O = 去 /0O 红 2 (5) 


的 实 部 , 而 (5) 是 UV 上 的 全 纯 函 数 @, 因此 ， 5 UV 上 的 调和 函数 . 还 要 证 明 
当 z 作为 U 中 点 趋向 于 任意 点 bo e 6U 时 , wu(z) 趋向 于 w(C0). 
为 证 此 , 我 们 注意 到 ， 对 于 任意 2 zEU 有 


P(e, z)dt = 1. (6) 
0 
这 可 由 上 面 的 证 明 过 程 得 出 : 函数 v = 1 是 狄 利克 雷 问题 在 边界 上 给 出 w = 1 时 的 
唯一 解 , 它 满足 使 泊 松 公式 成 立 的 条 件 . 另外 , 当 5 和 6 z EU 时 , 有 
Jim P(¢,z) = 0, (7) 
并 且 这 个 收敛 性 对 于 ¢ 在 任意 不 包含 Go 的 一 个 邻 域 的 弧 7 C 8U 上 是 一 致 的 , 这 从 
公式 (4) 可 看 出 . 
根据 (6), v 的 值 与 它 在 z 一 人 = Reite 时 所 推测 的 极限 之 间 的 差 等 于 


27 27 
A= 上 uw(C)P(C, 2)dt — wu(bo) = / {u(C) — wu(Co)}P(C, ad (8) 
固定 > 0, 并 利用 wu(C) 在 点 @ 的 连续 性 , 我 们 选取 5 > 0 使 得 当 |t to| < 25 时 有 
le) -ao < &; (9) 


记 和 = {CE 80 :|t-tol < 26} 以 及 yo。= 8U \m, 并 将 (8) 中 的 积分 分 成 沿 弧 7 和 
?2 的 积分 . 对 于 它们 中 的 第 一 个 , 由 于 (9), 对 于 任意 z EU 我 们 有 
/ {wu(C) — u(Co) }P(6, ad < = P(C,2)dt < = P(t,z)dt=€ (10) 
(我 们 利用 了 P 的 核 为 正 的 性 质 及 等 式 (6)). 
现在 令 z = rei? 并 假定 lp 一 to| < 5; 由 (7), 可 以 找到 p, 0 < p < RR, 使 得 对 于 
所 有 “em 以 及 所 有 的 使 lp 一 to| <6, R-p<r<R 的 z 有 
P(C,z)<Ee 
(我 们 用 到 了 极限 过 程 (7) 的 一 致 性 ). 因此 对 于 所 有 在 图 87 的 阴影 部 分 标 出 的 区 域 
G 的 z 有 
/ {u(6) 一 w(Go)jP(,ad 安 ou 人 Pl(¢, z)dt < 2Me: 27, (11) 


四 函数 (5) 的 全 纯 性 可 由 在 积分 号 下 取 微 分 证 明 : 对 于 任意 的 2 e U 我 们 有 


f(z+Az) fz) 11z Cd _Az /fr Cu)dt 
As | MN / (Cz) — » “Wi 


由 此 看 出 , 当 Az 一 0 时 , 左 端 趋向 于 0, 即 存 在 f'(z). 
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2 Yl 


其 中 M = maxceav Iu(《)|. 结合 (10) 和 (11) 我 们 得 到 , 对 于 所 有 z e G 成 立 不 等 式 
IA| < (1+ 4rM)s, 这 便 是 我 们 所 要 的 . 

这 证 明了 

定理 1， 任意 在 具 若 尔 当 边界 9D 的 单 连通 区 域 D 上 的 连续 函数 , 可 以 以 唯一 
的 方式 调和 地 延 拓 到 D. 特别 , 对 于 圆 盘 U = {|z| < RR}, 泊 松 积分 (3) 给 出 了 这 个 
问题 的 解 . 


作为 调和 延 拓 的 应 用 例子 , 我 们 来 证 明 在 上 一 小 节 和 叙述 的 定理 3. 设 在 区 域 D 
上 有 限 的 函数 v 在 每 一 点 Ze 是 自己 在 半径 为 > < ro(z) 的 圆 盘 上 的 均值 : 


uz)= 5 / | je (Od (12) 

(仍然 以 ro(z) 表示 z 到 8D 的 距离 ). 由 此 首先 得 出 , v 在 每 个 点 zo € D 连续 , 这 是 
因为 对 于 无 穷 小 的 z 一 zo, 差 u(z) 一 wu(zo) 由 在 具 无 穷 小 面积 的 区 域 上 的 (对 于 可 积 
函数 的 ) 积分 表示 , 从 而 这 个 差 为 无 穷 小 . 

固定 任 一 点 zoe D 以 及 圆 盘 U = {|z 一 zo| < R} e D; 根据 定理 1 我 们 构建 盯 
数 h, 它 在 区 域 VU 上 调和 , 在 UV 上 连续 , 并 在 97 上 等 于 w. 我 们 只 要 证 明 在 UV 上 
有 4 三 h 就 可 以 了 . 根据 均值 定理 , h 对 任意 ze 和 {|¢ 一 z| <7r} CU 也 满足 关 
系 (12), 故 函 数 v = 飞 一 六 也 就 满足 它 . 由 此 可 以 推出 , 如 果 v 在 某 点 z1 E U 达到 
局 部 极 大 或 局 部 极 小 , 则 它 必 在 zi 的 某 邻 域 中 为 常数 . 我 们 对 于 极 大 值 的 情形 来 证 
此 断言 ( 极 小 值 的 情形 的 证 明 类 似 ). 设 若 相反 , 即 在 圆 盘 VV = {lz=-2|<7j YYCD 
中 有 v(z) < v(z1), 并 且 存 在 点 zz EV, 使 v(z2) < v(z1). 由 于 (12), 有 

oa) = 7 {ve 

然而 由 于 wv 的 连续 性 存在 点 zo 的 邻 域 , 因为 v < v(z1), 在 其 中 对 于 充分 小 的 正 的 s 
在 V 处 处 有 v <w(z1) 一 e, 于 是 最 后 面 那 个 等 式 的 右 端 严格 地 小 于 


-= do = v(2z1); 


外 无 疑 , 可 认为 函数 v 局 部 对 面积 元 可 积 . 
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所 得 矛盾 证 明了 断言 . 

连续 函数 v 在 D5 达到 其 极 大 值 M 和 极 小 值 m， 如 果 两 个 极 值 都 在 9D 上 达 
到 , 而 在 此 v= 0, 故 M = m = 0, 从 而 在 VU 上 w= 0, 定理 得 证 . 极 值 中 有 一 个 , 璧 
如 极 大 在 UV 中 达到 ; 于 是 集合 已 = {z e U :wv(z) = M} 非 空 . 按 前 所 证 其 为 开 , 而 
因为 v 在 UV 上 连续 故 它 同 时 为 闭 (在 UV 的 拓扑 下 ). 由 此 得 到 巨 = U, 即 在 U 中 
v 三 M; 由 连续 性 推 得 在 UV 中 v = M, 而 因为 在 90 上 w=0, 故 在 UU 上 又 有 w= 0， 
从 而 定理 得 证 . 

称 (5) 右 端的 积分 为 施 瓦 英 积分 . 由 定理 1 得 到 , 可 解 下 面 的 问题 : 求 在 单位 圆 
盘 U 中 全 纯 的 函数 f, 它 的 实 部 在 VU 上 连续 , 并 在 67 上 已 给 值 u(C). 这 个 问题 显 
然 可 以 解 到 差 一 个 纯 虚 常数 项 , 它 的 通 解 具有 形式 

Bis 二 / uO) 22 +iC, (13) 

其 中 C 为 任意 实 常数 (等 于 Im f(0), 这 是 由 于 当 z = 0 时 右 端 第 一 项 按照 均值 定理 
等 于 v(0) = Re f(0)). 

作为 应 用 施 瓦 茨 积分 的 例子 我 们 得 到 曾 在 第 48 小 节 用 过 的 修改 过 的 柯 西 不 等 
式 . 设 函 数 f = 二 密 在 圆 盘 {|z| < R') 全 纯 , 并 在 圆 {|z| = R}, R < R' 上 它 的 实 
部 v 和 4. 根据 公式 (13), 对 于 |z| < 本 RR 有 


/= 去 


而 因为 当 z| < |4| 时 有 
总 Zz 
(gg Ci tt 


-1+ 工 过 


ne 


于 是 , 将 此 代入 上 面 的 公式 并 逐 项 积分 , 我 们 得 到 
-1/ a (n> 1) 
TJo C" oe 


EA 
7 
并 由 此 减 去 上 一 个 等 式 , 得 到 
| Sr =) 
一 Cn 一 :/ 0 
考虑 到 根据 条 件 , 对 于 所 有 ¢, | 人 | = RR 有 4 一 u(C) > 0, 并 取 模 ; 我 们 便 得 到 所 要 的 
不 等 式 


OO 
= Ycnz", 


Nn 二 0 


但 显然 当 整 数 n > 1 时 有 


< 1 (14) 


(我 们 仍然 利用 了 对 于 调和 郴 数 v 的 均值 定理 ). 
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最 后 , 我 们 注意 到 , 狄 利克 雷 问题 在 对 区 域 边界 加 上 某 些 条 件 后 的 空间 区 域 也 
有 解 吕 . 特别 , 对 于 n- 维 球 B = {zx € R" : |z| < R} 可 借助 于 泊 松 积分 求解 


1 R"-2(R? 一 |z|? 
uw) = 二 /a 


其 中 on = RR ! 为 n 维 球面 9B 的 面积 , 而 do 为 6B 在 点 y 的 面积 元 (T 


(15) 


IT 和 十 1 


表示 欧 拉 的 工 少数 ; FT(2) = 1, 故 cz = 2"R, 并 且 当 n= 2 时 , 如 果 注 意 到 do = Rdt， 
则 这 个 公式 与 (3) 相同 ). 公式 (15) 可 由 格林 公式 得 到 @. 


3. 次 调和 函数 

全 纯 函 数 f 的 模 的 对 数 只 在 那些 使 得 f 关 0 的 点 的 邻 域 中 是 调和 天 数 , 而 在 零 
点 In|f| 化 为 -oo, 即 失去 了 调和 性 . 现在 我 们 引进 更 加 广 的 函数 类 : 次 调和 函数 . 
它 特 别 地 包含 了 全 纯 函 数 模 的 对 数 . 

线性 函数 h(z) = kz +b 是 调和 函数 的 一 维 类 比 , 这 时 和 = 0. 借助 于 线性 函 
数 可 以 按 以 下 方式 定义 凸 项 数 : 称 函 数 v(z) 为 (下 ) 凸 的 是 说 , 如 果 对 于 它 的 定义 区 
域 中 的 任意 区 间 [a, 68] 及 任意 线性 函数 h(z), 从 不 等 式 h(a) > wu(7z), h(B8) > u(B) 得 
到 对 所 有 z e [a, 8] 有 不 等 式 h(x) > wu(7z). 

次 调和 函数 是 凸 晒 数 的 二 维 类 比 . 它们 不 必 处 处 连续 仅仅 限于 要 求 半 连 续 性 . 


定义 1.。 称 在 点 zo 的 邻 域 中 定义 的 实 苑 数 uw， 一 o0 < < oo 为 在 该 点 为 上 半 
连续 是 说 , 如 果 对 于 任意 s > 0, 可 以 找到 5 > 0 使 得 


lz 一 zl < 6 全 名 一 u(z0) <e， 如 果 w(z0) 一 0%0， 


1 
u(z) < =， 如 果 w(z0)=o0 (1 


或 者 等 价 地 
Em uz) < ul0). (2) 


设 D 为 区 域 , 如 果 函 数 v : D 一 [-oo, oo) 在 每 点 z e D 上 半 连 续 , 则 称 其 为 在 
此 区 域 上 半 连 续 . 不 难看 出 , 对 于 函数 在 D 上 的 上 半 连 续 性 的 充分 必要 条 件 是 对 于 
任意 a e (--o0%0,,o0), 小 于 它 的 值 的 集合 {z e D : w(z) < a} 为 开 . 

可 按 通常 的 方式 定义 在 一 个 集合 上 的 半 连 续 函 数 , 并 可 证 明 在 紧 集 K 上 的 上 半 
连续 函数 有 上 界 , 而 且 在 K 上 达到 它 的 最 大 值 . 


定义 2， 称 函数 : D 一 [一 00, 00) 为 在 区 域 D 上 的 次 调和 函数 是 说 , 如 果 (1) 
它 在 D 上 上 半 连 续 , 并 且 (2) 对 于 任意 充分 小 的 圆 盘 U 以 及 任意 在 VU 上 调和 而 在 


四 对 此 可 参考 克 尔 德 什 (Kemmam M. B.) 的 “ 论 狄 利克 雷 问 题 的 结构 和 可 解 性 ",ycaexx maTex. 
HAayK, 1941, Bhinr. 8, 171-292. 

@ 参 看 普 里 瓦 洛 夫 的 书 《 次 调和 函数 》(M.: OHTH, 1937) 以 及 弗 拉 季 米 洛 夫 的 《 多 复 变 明 数 论 
的 方法 》(M.: Hayka, 1964). 
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U 上 连续 的 消 数 h 有 
在 67 上 ，h>zu 芒 在 UU 上, h>u. (3) 


称 这 些 盟 数 六 为 函数 wu 对 于 圆 盘 U 的 调和 优 函数 . 
我 们 挑 出 次 调和 函数 @ 的 几 个 性 质 , 特别 着 重 于 与 凸 函数 类 似 的 那些 . 


定理 1， 如 果 区 域 DD 中 的 次 调和 部 数 以 在 某 个 点 zo E D 达到 局 部 极 大 值 , 则 
它 在 zo 的 某 个 领域 中 为 常数 . 


证 明 . 设 久 不 在 zo 任何 一 个 邻 域 中 为 常数 . 于 是 可 以 找到 充分 小 的 圆 盘 UC D 
使 得 对 于 所 有 z e UV 有 w(z) < u(z0), 而 在 圆 95 = 7 上 的 某 个 点 和 成 立 严 格 的 
不 等 式 v(Gi) < wu(z0). 由 于 函数 v 的 上 半 连 续 性 , 对 于 充分 小 的 es > 0 可 以 找到 弧 
Y cm 使 在 它 上 面 有 wu(C) < wzo) 一 <. 

取 弧 ye YY 并 构建 在 Y 上 连续 的 函数 h(C), 令 它 在 Y 上 等 于 v(zo) - s, 在 
Y\Y 等 于 v(zo), 而 在 弧 Y\ YY ”上 设 它 线性 地 依赖 于 arg(¢ 一 zo0) = 上 于 是 在 7 上 
有 wh, 并 且 按 照 次 调和 性 的 定义 有 

ulz0) < h(z0) = 之 h(C)dt, (4) 


其 中 h(z) 为 h(¢) 在 UV 上 的 调和 延 拓 (参看 前 一 小 节 ). 然而 (4) 的 右 端 严格 地 小 于 
vu(z0), 矛盾 证 明了 定理 . 口 

下 面 的 定理 表明 , 定义 2 所 表达 的 次 调和 函数 的 局 部 性 质 蕴含 了 相应 的 整体 
性 质 . 

定理 2. 如 果 函 数 业 在 万 中 次 调和 , 又 设 区 域 G E D, 则 对 于 任意 在 G 上 调 
和 并 在 G 上 连续 的 调和 函数 灵 有 

在 8G 上 ，h 寥 寺 在 G 中 ，h>vu. (5) 

证 明 . 令 w= ww 一 h; 因为 这 个 孙 数 在 G 上 上 半 连 续 , 故 它 在 G 中 达到 它 的 极 
大 值 M; 我 们 要 证 明 M < 0. 记 马 = {z EG :wv(z) = Mi 根据 定理 1, 这 个 集合 为 
开 , 又 由 于 v 的 半 连 续 性 它 也 在 G 中 为 闭 . 如 果 它 为 空 集 , 则 M 在 8G 上 被 达到 ， 
而 在 那里 v < 0, 因此 M < 0. 如果 五 非 空 , 则 瓦 = G, 于 是 在 G 上 有 w= M, 但 由 
半 连 续 性 知 , 在 G 上 uv = M; 因为 在 9G 上 w<0, 故 又 有 MM <0. 口 

称 满足 条 件 (5) 的 函数 h 为 函数 w 对 于 区 域 G 的 调和 优 函 数 . 


定理 3。 如 果 在 区 域 万 的 次 调和 函数 在 区 域 G € D 中 某 点 zo 与 它 的 对 于 区 
域 G 的 调和 优 函 数 疡 相等 , 则 在 G 中 心 三 玉 


证 阴 . 函数 v = 一 jj 在 G 次 调和 且 非 正 ; 因此 在 每 个 满足 v =0 的 点 zeG 
上 它 达 到 局 部 极 大 . 集合 = {z € G :v(z) = 0} 非 空 (包含 了 zo), 根据 定理 1 它 为 


中 详细 情形 可 参看 前 面 脚注 所 引 的 普 里 瓦 洛 夫 的 书 . 
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开 , 而 又 由 于 vw 的 半 连 续 性 它 同时 在 G 中 为 闭 . 因此 BE=G. 口 


定理 4.， 设 wo 为 区 域 D 中 的 次 调和 函数 族 , 其 中 a 遍历 某 个 集合 4. 如 果 族 
的 上 确 界 裕 (z) = supacaua(z) 上 半 连 续 , 包 则 它 在 万 中 为 次 调和 . 


证 明 . 只 需 验 证 次 调和 函数 定义 中 的 条 件 (2). 设 有 圆 盘 UV e D, 并 在 U 中 
调和 且 在 5 连续 的 函数 h 在 97 上 有 h > 立 于 是 对 于 所 有 a e 4, 在 8U 上 有 
hh 之 ua; 而 由 于 wz 次 调和 , 则 对 于 所 有 we A 在 U 上 hh > wa. 由 此 得 到 在 UV 上 有 
h>i 口 


在 前 一 小 节 中 我 们 证 明了 调和 函数 由 它 在 每 个 点 的 值 等 于 它 在 以 该 点 为 中 心 的 
圆 或 圆 盘 上 的 均值 所 刻画 . 对 于 次 调和 函数 我 们 将 引进 类 似 的 性 质 , 当然 要 将 等 式 
换 作 相应 的 不 等 式 . 
定理 5 (次 调和 性 判别 法 )。 为 了 使 在 区 域 D 中 上 半 连 续 的 函数 在 万 中 为 
次 调和 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 每 个 点 z E D 有 数 ro(z) > 0, 使 得 对 所 有 的 r < ro 
有 
二 z+re 
u(z) < 去 /人 (z 十 re”)dt. (6) 
证 明 . 
(a) 必要 性 . 设 v 为 在 D 中 的 次 调和 函数 , z 为 D 中 任 一 点 , 而 ro 为 z 到 8D 
的 距离 . 因为 v 为 上 半 连 续 , 故 对 于 任意 的 + < ro 存在 在 圆 7 ={6:|I=-z|=r} 上 
连续 函数 wi 的 弟 降 序列 在 7 上 收敛 于 vv @. 以 hx 记 wr 到 圆 盘 U = {C:|C 一 z| <r} 
上 的 调和 延 拓 . 因为 在 67 = 7 上 我 们 有 wx+1(《) < wx(《), 故 由 极 大 值 原理 , 这 样 的 
不 等 式 对 于 在 VU 上 的 调和 郴 数 hi 也 成 立 , 即 序列 hi 在 UV 上 递 降 . 因此 在 U 上 定 
义 了 郴 数 
h(z) = jim hx(z), (7) 
根据 哈 纳 克 定理 (附录 的 第 1 小 节 ), 它 或 者 在 U 调和 , 或 者 恒 等 于 一 oc. 
根据 对 调和 函数 的 均值 定理 , 有 
27 
hx(z) = uk(z + re't)dt; 
0 
取 积 分 下 的 极限 (由 单调 性 , 这 是 可 行 的 ), 我 们 得 到 


1 2x 、 
h(x*} = /| u(z+ re')at. 


@ 如 果 集 合 4 为 有 限 , 则 这 个 条 件 自动 满足 . 
@ 作 为 这 样 的 函数 , 壁 如 , 可 以 取 为 


uk(C) = max{u(C’) 一 帮 6 一 人， 大 = 1,2,..- 
6 ET 


请 读者 证 明 , wx 在 7 上 连续 并 递 降 地 wx 一 . 
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如 果 在 UV 中 用 三 一 00, 则 在 此 w = --co, 就 是 说 (6) 平凡 地 成 立 . 由 的 次 调和 
性 的 另 一 种 情形 和 在 80 上 的 不 等 式 wu < hi, 我 们 最 后 得 到 ， 对 于 所 有 k = 1,2,. 
有 u(z) < hx(z), 并 且 在 大 一 co 时 的 极限 中 得 到 w(z) < h(z) = 去 启 " u(z++ ret)dt. 
从 而 此 判别 法 的 必要 性 得 证 . 

(b) 充分 性 . 设 v 在 D 为 上 半 连 续 并 满足 条 件 (6). 我 们 记 h 为 在 圆 盘 TI ED 
调和 , 在 U 连续 的 函数 , 使 得 在 7 上 h > w. 孙 数 v=w 一 hh 在 5 中 上 半 连 续 , 并 
且 根 据 条 件 (6) 和 对 调和 函数 在 任 一 点 z e U 的 均值 定理 , 以 及 充分 小 的 7, 得 到 


1 27 . 
u(z) — h(z) < 二 A {u(z+re’)— h(z+re')}dt, 
或 者 
v(z) < | v(z+ re")dt. 


半 连 续 性 以 及 上 面 这 个 性 质 对 于 wv 在 圆 盘 UV 上 使 得 定理 1 的 断言 成 立 已 足够 . 
因此 如 果 M 是 v 在 UV 上 的 极 大 值 , 则 集合 = {z EU :wv(z) = M} 为 开 ; 根据 半 
连续 性 , 它 闭 于 U. 进一步 的 证 明 像 定理 2 中 那样 进行 : 如 果 瑟 为 空 , 则 M 在 8U 
上 达到 从 而 M < 0; 如 果 EE 非 空 则 EBE=U, 仍 有 M < 0. 口 


称 由 公式 (7) 在 圆 盘 U 上 定义 的 函数 h 为 u 对 于 这 个 圆 盘 的 最 佳 调和 优 函数 . 
现在 容易 证 明 在 本 小 节 一 开始 所 做 的 断言 了 . 


推论 。 如果 函 数 f 在 区 域 D 上 全 纯 , 则 函数 怀 =Imlj 丰 | 在 此 区 域 次 调和 . 


证 明 . 项 数 v 的 半 连 续 性 显然 . 如 果 zo e DD 不 是 f 的 零点 , 则 Lnf 在 zo 的 某 
个 邻 域 上 可 以 分 离 出 一 个 全 纯 分 支 ; 函数 u = In |f| 是 这 个 分 支 的 实 部 , 因而 在 这 个 
邻 域 中 为 调和 . 于 是 根据 均值 定理 , 在 点 zo 判别 法 的 (6) 得 到 满足 (等 号 成 立 ). 如 
果 f(z0) = 0, 于 是 w(zo) = -co, 那么 判别 法 的 (6) 在 zo 得 到 满足 则 是 平凡 的 . 口 


在 本 书 第 二 卷 我 们 需要 


定理 6. 如 果 函 数 _u 在 区 域 D 为 次 调和 并 且 不 恒 等 于 -co, 则 集合 = {z € 
DD :wu(z) = 一 00} 没有 内 点 . 


证 明 。 设 集合 E 具有 内 点 , 于 是 开 核电 六 2. 设 a e DD 为 的 极限 点 ; 于 是 
存在 圆 盘 林 5 = {|z -al < r} 使 得 在 7 = 8U 为 属于 E 的 弧 . 像 在 上 一 个 定理 的 证 
明 中 那样 , 我 们 构建 在 本 上 连续 而 在 U 中 调和 的 函数 hi 的 序列 , 它们 在 y 上 递 降 
地 趋向 于 ww. 对 于 所 有 z e 厅 我 们 有 w(z) < hi(z), 而 limnk-e hk(a) = 一 00, 这 是 
因为 在 整个 弧 y 上 uw = -oo. 根据 险 纳 克 定理 (附录 第 1 小 节 ) 对 于 所 有 z e U， 
limk_,oo hx(z) = 一 00, 这 意味 着 在 U 中 w(z) 三 一 00, 即 a€ E. 就 是 说 ,E 是 D 的 一 
个 非 空 的 即 开 又 闭 的 子 集 , 于 是 已 = D, 从 而 在 加 中 wz) 三 -oo0， 口 


借助 于 这 个 定理 可 以 证 明 下 面 的 关于 连续 次 调和 函数 的 奇 性 消解 定理 . 
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定理 7， 设 在 万 的 次 调和 函数 风头 oo 在 集合 忆 CD 上 为 -oo 如果 函数 灸 
在 区 域 D 上 连续 并 在 D\ 忆 上 为 次 调和 , 则 它 在 DD 中 为 次 调和 . 


证 明 . 只 要 证 明 % 在 任意 圆 盘 DV = {jz -al < r} CD 中 为 次 调和 即 可 . 因为 v 
在 DD 的 紧 子 集 上 有 上 界 , 于 是 将 它 替 换 为 v 一 c, 则 可 认为 在 VU 上 w<0. 

设 h 为 4 在 U 的 任 一 调和 优 函 数 . 对 于 任意 ce>0, 在 Y=8U 有 w+ev<<h, 
而 由 于 w+ ev 在 U 次 调和 (在 U\{E} 的 点 , 按 条 件 得 知 , 而 在 UNE 则 由 于 在 那 
里 它 等 于 -co, 则 由 判别 式 (6) 得 知 ), 故 在 U 处 处 有 4 二 ev < h. 对 于 点 z E U\ 古 
当 s 趋向 于 0, 我 们 发 现 处 处 有 wu(z) < h(z). 但 由 于 根据 定理 6 知 集合 U\ 万 稠密 于 
UV, 而 且 两 个 函数 和 h 都 在 U 连续 , 故而 不 等 式 wu < h 在 UV 上 处 处 成 立 . 口 


推论 。 如 果 集 合 巨 如 定理 7 中 所 示 , 而 h 为 在 D 中 连续 并 在 万 \ 互 调和 的 函 
数 , 则 h 在 DD 中 调和 . 


证 明 . 只 要 将 定理 7 用 于 函数 六 和 -h 即 可 . 口 


最 后 我 们 证 明 一 个 关于 次 调和 晴 数 序列 上 极限 的 定理 , 它 也 是 我 们 要 在 本 书 第 
二 卷 中 要 用 到 的 , 它 表 达 了 在 函数 序列 的 一 致 有 界 性 的 条 件 下 极限 过 程 的 一 致 性 的 
性 质 . 


定理 8 ( 哈 托 格 斯 (Hartogs)). 如 果 函 数 ux 在 区 域 D 中 为 次 调和 , 并 在 DD 
的 每 个 紧 子 集 上 一 致 有 界 , 而 且 在 每 个 点 zeED 有 
Ta ux(z) < 4， (8) 
则 对 于 任意 集合 K E D 及 任意 & > 0 可 以 找到 指标 ko, 使 得 对 于 所 有 ze KK 和 所 
有 的 大 > ko 有 
uk(z) < A+Ee. (9) 


证 明 . 不 失 一 般 性 可 假定 该 隔 数 在 D 上 一 致 有 界 , 这 是 因为 K 可 能 人 到 区 域 
D' e D 中 , 在 其 上 按 条 件 wx 一 致 有 界 . 也 可 以 假定 在 D 上 ww < 0, 这 是 由 于 可 将 
uk 换 作 函数 wk 一 M, 其 中 M 为 在 D 上 所 有 wx 的 上 界 . 
设 KEeD 以 及 K 到 8D 的 距离 等 于 3r. 对 于 任意 的 点 zoE K, 从 wx 的 次 调 
和 判别 法 我 们 有 
Tr2ak(20) < 站 | uk(C)do®. (10) 
{l6 一 zol|<r} 


现在 应 用 法 图 (Fatou) 引 理 @; 根据 该 引 理 , 任意 在 集合 互 上 可 测 的 函数 wk : 
一 00 < uk <c<o0 的 有 界 序列 满足 


/se i 
大 一 Do 五 五 大 一 co 
为 了 得 到 不 等 式 (10), 只 要 对 (6) 的 两 端 乘 以 rdr 并 对 于 > 从 0 到 ro 积分 (参看 附录 的 第 1 


小 节 ). 
中 参看 弗 拉 季 米 洛 夫 的 书 《 多 复 变 阴 数 论 的 方法 》. 
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由 于 (8)， 这 个 引 理 给 出 了 limk_ ,oo 烛 uk(C)do < 4rr2; 因此 对 任意 E >0 
可 以 找到 ko 使 得 对 所 有 上 > ko 有 


dr < [A ia 
ce ( 3 a 


现在 设 z 为 圆 盘 {|z - zo| < 56} 中 任 一 点 , 其 中 5 < r+， 因为 圆 盘 {|¢ - z| < 
7 十 6} ED, 故 根据 次 调和 上 晒 数 的 性 质 有 


rtr 十 5)2uk(z) < / J. ux(C)do, 
{lc-sol<rte} 
而 因为 这 个 圆 盘 包含 了 {|C 一 zl <7}, 并 且 有 wi < 0, 由 (11) 则 得 到 


T(r 十 6)2uk(z) < 1 有 ur(C)do < ar? (4 十 3) 


选取 5( 在 固定 的 A, r 和 下) 充分 小 , 我 们 得 到 , 对 于 所 有 的 ze {|z 一 zo| < 5} 
及 所 有 的 大 > ko 有 wx(z) < 4+E. 应 用 海 涅 - 博 雷 尔 (Heine-Borel) 引 理 便 得 到 定 
理 的 断言 . 口 


最 后 , 我 们 注意 到 , 与 次 调和 性 平行 的 也 可 以 考虑 上 调和 函数 : 这 是 上 凸 函 数 的 
二 维 类 比 . 这 是 个 在 区 域 D 中 下 半 连 续 的 函数 v@: D 一 (一 00, oo], 使 得 对 于 任意 的 
圆 盘 UV e D 和 任意 在 U 调和 并 在 了 连续 的 函数 几 在 97 上 的 不 等 式 wu > h 蕴含 
了 在 UV 上 成 立 同 样 的 不 等 式 . 对 这 种 函数 的 研究 化 成 了 对 于 次 调和 肾 数 的 研究 , 这 
是 因为 函数 v 为 上 调和 的 充分 必要 条 件 是 函数 -w 为 次 调和 . 

如 果 将 两 个 ( 实 ) 变量 的 调和 函数 换 成 n 个 变量 的 这 样 的 函数 , 则 就 可 以 考虑 在 
空间 R" 中 的 区 域 上 的 上 调和 与 次 调和 了 盯 数 . 


习题 


1. 举 出 函数 yp 为 例 , 使 其 在 圆 盘 U = {z2 十 妨 < z} 调和 , 在 U\ {0} 连续 , 而 在 9U \ {0} 
处 处 等 于 零 但 不 恒 等 于 零 . (这 个 例子 表明 只 要 有 一 个 边界 点 背离 了 条 件 就 会 导致 了 狄 利克 和 雷 问 
题 阶 的 非 唯一 性 .) 

(答案 : p = 1 一 Rel/z.) 

2. 如 果 ? 为 光滑 曲线 , 而 函数 /在 Y 上 连续 , 则 称 实 函 数 


ep(z) = p(C) nl¢ 一 zl 性 


为 具 密 度 jy 的 对 数位 势 . 证 明 , (a) wp 在 7 外 为 调和 ; (b) 如 果 ?7 为 圆 {|z| =7}, 且 4 三 1, 则 wp 
在 圆 盘 {|z| < r} 中 为 常数 . 

3. 设 yp 在 上 半 平 面 {Imz > r} 调和 , 并 在 zx 轴 上 处 处 等 于 零 . 证 明 yp = ay, 其 中 a 为 非 
负 常 数 (参照 第 四 章 的 习题 12). 

4. 设 函数 在 区 域 D 调和 , 而 D 相对 于 实 轴 及 对 称 . 证 明 如 果 在 DNR 上 w = 0, 则 


u(z) 三 —u(2z). 


@ 称 函数 v 在 点 zo 下 半 连 续 是 说 , 如 果 函 数 -~v 在 该 点 上 连续 . 


. 232 . 附录 。 调和 与 次 调和 函数 


5. 设 f(z) 和 zf(z) 为 复 调 和 函数 ( 即 满足 拉 普 拉 斯 方程 复 值 函数 ). 证 明 f 为 全 纯 芭 数 . 

6. 如 果 调 和 函数 pv 在 区 域 D 为 正 , 且 级 数 》 pv 至 少 在 一 个 点 a € DD 收敛 , 则 它 在 D 中 
的 紧 集 上 一 致 收敛. 

7. 设 y 为 实 函 数 , 它 在 闭 区 域 万 上 除去 有 限 个 D 中 点 外 为 调和 , 而 在 这 些 点 它 等 于 一 oo. 
证 明 supp wp = supap %. 

8. 证 明 函 数 pe C? 为 次 调和 的 充分 必要 条 件 是 它 满足 不 等 式 


9. 如 果 函 数 y 为 次 调和 , 而 函数 v 为 在 及 的 凸 函 数 , 则 它们 复合 ve yp 为 次 调和 柄 数 ， 
10. 证 明 次 调和 函数 的 递 降序 列 的 极限 是 次 调和 函数 . 
11. 设 葡 数 f 区 域 D 中 的 复 调和 函数 . 证 明 , 如 果 在 D 上 |f| = 常数 , 则 f = 常数 . 
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